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Inhalt des zweiten Theils. 

Gesetze des Gleichgewichts zwischen Kräften^ 
welche auf mehrere mit einander verbundene feste 

wirken. 



Erstes Kapitell 
Vom Gleichgewichte hei zwei mit eioanÜer verbandeDen Körpern. 

§• 188. Begriff des mit einander Verbandenseyns Yon Körpern im 
Allgemeinen. »- §. 189. Die Art der Verbindang, welche hier allein 
berücksichtigt werden soll^ ist die gegenseitige Berührong der Korper. 

§. 190. Grandsätze. — §. 191. Bedingungen des Gleichgewichts 
zwischen Kräften, welche auf einen frei beweglichen Körper und ei- 
nen in dessen Oberfläche beweglichen Pankt wirken. — §• 1^. Be- 
dingungen des Gleichgewichts» wenn entweder der Körper oder der 
Punkt unbeweglich angenommen wird; wenn auf mehrerein der Ober^ 
fläche des Körpers bewegliche Punkte Kräfte wirken; u. s. w. Geo- 
metrische Folgerungen. — §. 193, Ein Körper^ dessen Oberfläche 
durch 6 oder mehrere unbewegliche Punkte zu gehen genöthigt ist, 
ist im Allgemeinen ebenfalls unbeweglich. Bei weniger als 6 unbe- 
weglichen Punkten findet stets noch Beweglichkeit statt. 

§. 194. Bedingungen des Gleichgewichts bei zwei sich in einem 
Punkte mit ihren Fläshen berührenden Körpern. — §. 195. Begriff 
der Gegenkräfte. — §§. 196. 197. Bedingung des Gleicligewichts bei 
zwei sich in mehrem Punkten berührenden Körpern, 

§. 198. Ausser der Flächenberührung kann die Begegnung zweier 
Körper in einem Punkte auch darin bestehen, dass eine Ecke oder 
Kante des einen Körpers an eine Ecke, Kante oder Fläche des andern 
trifit. Wie diese Arten der Begegnung auf die Flächenberührung im- 
mer zurückgeführt werden können. Die Richtung der Gegenkräfte 
wird hierbei zum Theil oder ganz unbestimmt. — $. 199. AUgemd- 
nere Bestimmung des Begri£b der Gegenkräfte. Bedingung, des 
Gleichgewichts zwischen zwei sich berührenden Körpern im allgemein- 
sten Fallei. — §.200. Uebereinstimmong und Verschiedenheit zwischen* 
den im Vorigen eingeführten Gegenkräften und den in der Wirklich- 
keit stattfindenden Pressungen und Spannungen. 
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Gleichgewicht an einem nicht {YÖIlig frei bewegli- 
chen Körper. §. 201« Die Bedhigungsglcichangen des Gleicbge- 
widiti, wenn ein PoniLt des Körpers unbeweglich ist, oder wenn ein 
Punkt in einer unbeweglichen Linie oder Pläche^beweglich itt; — 
4* 202« wenn zwei Punkte des Körpers unbeweglich sind, oder wenn 
einer derselben, oder beide in unbeweglichen Linien etc. beweglich 
sind; — §. 203. wenn drei Punkte des Körpers in einer unbewegli- 
chen Ebene beweglich sind. Sind drei Punkte des Körpers unbeweg- 
lich oder in unbeweglichen Linien beweglich^ so ist der Körper selbst 
im Allgemeinen unbeweglich. — $. 204. Den 6 Bedtngungsgleichun- 
gen fürs Gleichgewicht eines Körpers entsprechen 6 Ton einander un- 
abhängige Bewegungen des' Körpers. Ist er an einigen dieser Bewe- 
gungen gehindert^ so ist die Eriüllung der Gleichungen, die den noch 
mögiichen übrigen Bewegungen entsprechen^ die Bedingung des Gleich- 
gewichts. 



Zweites Kapitel. 

Vom Gleichgewichte bei einer beliebigen Anzahl mit einander 

verbundener Kötper. 

§• 205. Bedingung dieses Gleichgewichts, wenn alle Körper des 
Systfuns an sich frei beweglich sind. — §. 206. Nachtragliche Be- 
merkungen. — §. 207. Die Bedingung des Gleichgewichts eines Sy- 
stems Yon Körpern besteht in jedem Falle in der Möglichkeit, in den 
Berührungspunkten der Körper Gegenkräfte yon solcher Intensität an- 
zubringen, dass jeder Körper des Systems f&r sich ins Gleichgewicht 
kommt. 

Gleichung der yirtuellen Geschwindigkeiten bei mit 
einander yerbundenen Körpern. §§.208 — 210. Beweis, dass 
die in §. 178. for das Gleichgewicht eines einzigen Körpers bewie- 
sene Gleichung auch beim Gleichgewichte mehrerer mit einander yer- 
bundener Körper Gültigkeit hat. — §. 211. Beweis des umgekehrten 
Satzes nach Laplace und Poisson. — §. 212. Anderer Beweis des 
umgekehrten Satzes. 

§. 213. Bei jedem Systeme yon Körpern, welches sich im Gleich- 

fewichte befindet, ist die Summe der Prodacte aus jeder Kraft in die 
!ntfemung ihres Angriffspunktes yon einem unbeweglichen in ihrer 
Richtung beliebig genommenen Punkte ein Maximum oder Minimum^ 
und zwar ersteres, wenn das Gleichgewicht sicher, letzteres, wenn 
es unsicher ist* — §. 214. Elementarer Beweis dieses Satzes. 



Drittes Kapitel. 
ADwendnng der vorhei^dienden Theorie anf einige Beispiele« 

§. 215. tJebersicht des Verfahrens, nach wplchem jede hierbei yor- 
kommende Aufj^be in Gldchuiigen gesetzt und gelöst werden kann. 
— §§. 216. 217. Die Bedingungen des Gleicb|ewichts zwischen Kräf- 
ten, welche auf i sich berührende Kugeln wirken. — §§. 218. 219. 
Die Bedingungen des Gleichgewichts zwischen i Kräften» welche anf 
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die Ecken eines Vierecks wirken , dessen Seiten Yon unveränderlicher 
Lange, dessen Winkel aber yeränderlidi sind. — $§. 220 — 223. Be- 
tracbtnng des spedellen Falles, wenn das Viereck ein ebenes ist. ^— 
§. 224. Eben so , wie bei einem Vierecke, lassen sich anch bei einem 
melurseitigen Vielecke mit Teränderlichen Winkeln nnd Seiten von coiw 
stantw Länge die Bedingungen des Gleichgewichts zwisdien Kräften, 
die an den Ecken angebracht sind^ ausmitteln. Geometrische Folge* 
rangen. — §§. 225. 226« Die Bedingungen' des Gleichgewichts zwi^ 
sdien Kräften zu finden, welche auf die Seiten eines Vierecks wirken, 
dessen Seiten von constanter Länge, die Winkel aber yeränderlidi 
sind. — §§. 227 — 230. Dieselbe Aufgabe unter einigen speciellen 
Voraussetzungen. — §§. 231. {^32. Die Bedingungen des Gleichge- 
wiehts zwischen Kräften, die auf 3 Gerade wirken, welche an 3 unbe- 
weglichen Punkten verschiebbar sind, und deren gegenseitige Durch- 
schnitte in 3 unbeweglichen Geraden einer Ebene beweglich sind. Geo- 
metrische Folgerungen. — §. 233. Die Bedingungen des Gleichge- 
wichts zwischen Kräften , welche auf die gegenseitigen Durchschnitte 
yon 3 Geraden wirken, Idie um 3 unbewegliche Punkte beweglich 
sind« s 

Bedingunf^en des Gleichgewichts bei sich ähnli<}h 
bleibenden Figuren. §$. 234. 235. Sind drei Punkte in einer 
Ebene dergestalt beweglich, dass das yon ihnen gebildete Dreieck sieh 
immer ähnlich bleibt, und sollen drei auf sie in der Ebene wirkende 
Kräfte lAdi das Gleicligewicht halien, so müssen sich die Richtungen ^ 
der Kräfte in einem Punkte schneiden, der mit erstem drei Punkten 
in einem Kreise liegt. Weitere Folgerungen. — §. 236. Ausdehnung 
dieser Untersuchung auf Systeme yon vier und mehrern Funkten. 



Yiertes Kapitel. 

Ton den. Bedingungen der Unbeweglichkeit. 

§. 237. Wenn das Gleichgewicht eines* Systems mit einander Ver- 
bundener,, an sich frei beweglicher Körper, auf welche Kräfte naeh 
beliebige^ Richtungen wirken, durch nicht melir als 6 Gleichungen be- 
dingt ist, so kann keine gegenseitige Beweglichkeit zwischen den Kör- 
pern statt finden, — §§. 238. 239. Wie überhaupt bei einem Systeme 
mit einander verbundener Körper aus der Anzahl, der Körper und der 
Anzahl und Beschaffenheit ihrer Begegnungen über ihre gegenseitige 
Beweglichkeit geurtheilt werden kann. — §. 240. Geometrischer Be- 
weis, dass die gegenseitige Lage zweier Körper im Allgemeinen nn- 
yeränderlich ist, wenn in der Oberfläche des einen Körpers 6 be- 
stimmte Punkte des andern enthalten seyn sollen. — §. 241. Hieraus 
abgeleitete Fälle, in denen einem Systeme von weniger als 6 Punk- 
ten, die in unabänderlichen Entfernungen von einander sind, keine 
Bewegung mehr gestattet ist. — §. 242. Sollen n Körper, die durch 
Berülming ihrer Flächen mit einander verbunden sind, eine unverän- 
derliche Lage gegen einander haben, so müssen sie sich in wenigsten« 
6 (n — 1) Punkten berühren. Fälle, in denen man sich schon im 
Voraus der gegenseitigen Unbeweglichkeit versichert halten kann. — 
$• 243« Analoge Sätze bei krummen Linien in Ebenen. 
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§. 244. Natzen der forhergehenden Betrachtangen, am bei einet 
geometrischen Fignr za bestimaien, wie viel Stacke derselben gege- 
ben seyn müssen, nm daraus alle übrigen finden za können* — $.24&« 
Erläotemng an einem Polyeder, yon welchem idle Kanten ihrer Lange 
nach gegeben angenommen werden. — §. 346. Bedingung^ anter. wel- 
ober bei einem Systeme zoaammenhSngender Vielecke in einer Ebene 
ans den Längen der Seiten allein aHe übrigen Stücke der Figar be- 
stimmt werden können. — §• 247 — 249. Enihät eine Figor an beweg- 
liche Pankte^ eine ebene wenigstens zwei, eine raamliche wenigsten» 
drei, so wird die gegenseitige Unbeweglichkeit der Theile der Figar 
eine yoUkomraene Unbeweglichkeit. Statische Untersnchnng dieser 
Unbeweglichkeit Beispiele. 4 

Fünftes Kapitel. 
Von der unendlich kleinen Beweglichkeit. 

§. 250. Werden yon den Theilen einer Figar so yiele anyeran- 
derlich •angenommen , dass die gegenseitige Lage der Theile im All- 
gemeinen anyeränderlich wird, so lassen sich immer noch specielle 
Bedingungen fdr das Verhalten der Theile zu einander aasfindig ma- 
chen^ anter denen <1ie gegenseitige Unbeweglichkeit aafhört. — $. 251« 
Cntersucbong der BescbidSenheit der Gleichai^gen» welche diese Be- 
(Kflgangen ausdrücken. — §. 252. Die bei einer solchen Bedingungs- 
gleichung statt findende Beweglichkeit der Figur ist im Allgemeinen 
nnendlich* klein, und es hat alsdann jedes yon den anyeränderlich ge- 
setzten Stücken der Figur ^ wenn man es yeränderlich werden, die 
übrigen aber constant bleiben lasst, seinen grössten oder kleinsten 
IVerth. Hieraas entspringende neue Methode^ am mit Hülfe der Sta- 
tik geometrische Aafgaben über Maxima und Minima za losen. — 
§.253. Die Bedingung zu finden, unter welcher ein Winkel eines 
ebenen Vierecks, dessen Seiten constante Längen haben, seinen gröss- 
ten oder kleinsten Werth, erreicht. — §§. 254 — 256. Die Bedingung, 
unter welcher ein Viereck beweglich wird, welches Seiten yon con- 
atanter Länge, aber yeränderliche Winkel hat, und dessen Ecken in 
unbeweglichen in seiner Ebene enthaltenen Linien beweglich sind. 
Analoge Bedingung fdr das Dreieck und mehrseitige Vielecke. — 
§§. 257. 258. Vier gerade Linien yon unbestimmter Länge, yon de- 
nen jede der nächstfolgenden und die letzte der ersten za begegnen 
genöthigt ist,, liegen in einer horizontalen Ebene und sind um unbe- 
wegliclie Punkte in yerticalen Ebenen drehbar. Man soll für dieses 
System, welches im Allgemeinen unbeweglich ist, die Bedingung der 
Beweglichkeit und die dann ^nöthige Bedingung «des Gleichgewichts 
finden. Duales Verhältniss zwischen dieser Aufgabe und der vorigen. 
— §. 259. ]5ieselbe Aufgabe fdr ein System yon drei Linien. Lö- 
sung eines statischen Paradoxons. — §. 260. Bedingung der Beweg- 
lichkeit eines Systems dreier Greraden, welche in einer Ebene an drei 
nnbeweglichen Punkten yerschiebbar, und deren gegenseitige Darch- 
flchnitte in unbeweglichen Linien der Ebene beweglich sind. — §§.261^. 
262. Bedingung der Beweglichkeit eines in einer Ebene begrifienen 
Vierecks mit constanten Seitenlangen und yeranderlichen Winkeln, yon 
dessen Seiten zwei einander gegenüberliegende zwei unbewegliche 
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Punkte entbalten. -<- §• 26B. Bedingong des GIciehgewicktt an diesem 
Vierecke. Die Robenrarscbe Waage. — §^264. 265. Bedingung der 
Bewegtiohkdt einet ebenen Sechsecks mit Constanzen Seitenlängen und 
yeiinderlidien Winkeln^ bei welchem eine Seite am die andere einen 
unbewe^chen Punkt enthSIt — §$. 266.. 267. Bedingung der Beweg- 
lichkeit eines ebenen Vierecks nut constanten Seitenlangen und ver- 
anderiichen Winkeln, bei weichem jede Seite an dnem unbeweglichen 
Punkte yerschiebbar ist - 



Sechstes Kapitel* 

Vom Gleichgewichte an Ketten and an vollkommen biegsamen 

Fäden. 

§. 268. Erklärung einer Kette und eines Fadens. — §. 269. Die 
Bedingungen des Gleichgewichts zwischeu zwei Kräften, welche auf 
den JLnfeng und das Ende einer frei beweglichen tCette oder — §. 270L 
eines frd beweglichen Fadens wirken. — §. 271. Die Bedingungen 
des Gleichgewichts« wenn die Kette oder — §. 272. der Faden, auf 
dessen Enden Kräfte wirken, über eine unbewegliche Fläche gelegt 
ist. ^ Grösse und Richtung der Spannung des Fadens. — §§. 273. 274. 
Bestimmung der yom Faden auf die Fläche ausgeübten Pressung. Be- 
dingungen die Riditung der Kräfte und die Seite, welche die Fläehe 
dem Faden zukelt^, betreffend. — §• 275. -Untersuchung der Fällen 
wenn der Faden nur zum Theil über die Fläche gelegt ist , und — 
6. 276. wenn die F^che beweglich ist. — §§• 277. 278. Beispiele zn 
diesen Fällen. — §. 279. Bas Gleichgewicht eines über eine Fläche 
gespannten Badens dauert fort, wenn man die Fläche wegnimmt und 
auf alle seine Punkte Kräfte wirken lässt, welche die Stelle der von 
der Fläche auf den Faden ausgeübten Pressung ersetzen. 

§. 280. Die Bedingungen des Gleichgewichts eines frei bewegli- 
chen Fadens, wenn auf alle seine Punkte ihrer Richtung und Grösse 
aach gegebene Kräfte wirken. Darstellung dieser Bedingungen durch 
zwei aus dem Princip der Spannung entwickelte Integralgleichungen. 
— §. 281. Entwickelung derselben Gleichungen aus dem Princip der 
Mo'mente* Bestimmung der bei der Integration hinzokommenden 3 
oder 5 Constanten, nadhdem der Faden in einer Ebene oder im Räume 
überhaupt enthalten ist — $. 282. Die Bedingungen des Gleichge- 
wichts, durch zwei Differentialgleichungen ausgednickt. — §. 283. Ent- 
wickelung noch anderer bemerkenswertber Relationen, welche beim 
Gldebgewichte statt finden. — §§. 284. 285. Die Bedingungen des 
Gleichgewichts, wenn der in allen sdnen Theilen der Wirkung yon 
Kraften unterworfene Faden auf einer unbeweglichen Fläche beweg. 
lieh ist. '— ^ §. 286. Wie in den Yorher^ehenden Formeln die Dichtig- 
keit und die Dicke des Fadens zu berücksichtigen sind. 

Ton der Kettenlinie. §. 287. Die Bedingungen des Gleich- 
gewichts, wenn die auf alle Punkte des Fadens wirkenden Kräfte 
>arallele Richtungen haben. Gesetz der Spannung in diesem Falle. — 
'. 288. Begriff und einfichste Gleichung der Kettenlinie. — §. 289. 
rleichung der Kettenlinie zwischen rechtwinkligen Coordinaten. Pa- 
rameter und Direotrix emer Kettenlinie. — §. 290. Rectification und 
Qoadntmr der Kettenlinie. -> $$• 291. 292. Zwei Gleichungen für 
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die Spannniig der Kettenlinie. Folgeningen ans denaelben. Rlemen- 
tere Beweise dieser Gleichungen und damit der Gleichung för die 
Kettenlinie selbst. — §. 293. Kin gleichförmig schwerer Faden tob 
gegebener Länge wird mit seinen Enden an zwei gegebenen anbe- 
weglichen Punkten befestigt. Die Elemente der von ihm gebildeten 
Kettenlinie za bestimmen. — §• !^. Zusätze und Folgerungen. — 

f. 295. Ein (gleichförmig schwerer mit seinen Enden bdfestigter Fa- 
en bildet auch dann eine Kettenlinie, wenn er auf eine gegen dea 
Horizont geneigte Ebene gelegt ist. 

Siebentes Kapitel. 

Analogie zwischen dem Gleichgewichte an einem Faden irad 

der Bewegung eines Punktes. 

$• 296. Einleitung. — §• 297. Durch Ck>nstruction wird gezdigt, 
wie aus dem Gleichgewichte an einem Faden auf die Bewegung eines 
Körpers in der Fadenlinie mit einer der Spannung des Fadens überall 

Sroportioaalen Geschwindi|;keit geschlossen werden kann. — §. 298. 
leispiele. Bewegung in emer Kettenlinie. — §. 299. Umgekehrt kann 
von der Bewegung eines Körpers auf das Gleichgewicht an einem 
Faden, dessen Gestalt der Bahn des Körpers und dessen Spannung 
der Geschwindigkeit des letztern proportional ist, ein Schloss gemacht 
werden. Gleichgewicht an einem parabolisch gekrümmten Faden. — 
§• 300. Modilication des Ueberganges yon der Bewegung zum Gleich- 
gewichte durch Anwendung eines Fadens, dessen Masse ungleicbfor- 
mig yertheilt i^. Statische Darstellung der Planetenbewegungen. — 
§. 301. Die vorigen Sätze leiden auch dann noch vollkommene An- 
wendung^ wenn die Beweglichkeit dea Fadens und die des Körpers 
auf eine unbewegliche Fläche beschränkt sind. — §. 302. Analytische 
Darstellung des Zusammenhangs zwischen dem Gleichgewichte eines 
Fadens und der Bewegung eines Körpers. 

§. 303. Die^ätze der Dynamik, welche unter den NaUien des Prin- 
cips der Flächen , des Princips der lebendigen Kräfte und des Prin- 
dps der kleinsten Wirkung bekannt sind, können ebenfalls auf das 
Fadengleichge^vicht übergetragen werden. — §. 304. Uebertragung 
des ersten dieser Principe. — $. 305. Uebertragung des zweiten und . 
dritten. — §. 306. Letztere zwei gelten auch dann noch, wenn der 
Faden über eine Flache gespannt ist. — $. 307. Erläuterung des^ 
dritten Princips an der Kettenlinie. Die Tiefe des Schwerpunkts einer 
Kettenlinie ist ein Maximum. Bestimmung der Coordinaten dieses 
Schwerpunkts. — §. 308. Eine Kettenlinie zu beschreiben, welche 
durch zwei in einer Horizontalen liegende gegebene Punkte geht und 
eine andere gegebene Horizontale zur Directrix hat. — §• 309. Maxi- 
mum und Minimum, welche die zwei die vorige Au%abe lösenden 
Kettenlinien angehören. 

Achtes Kapitel* 
Vom Gleidigewichte >aii elastisclien Fäden. 
i. 310. Begriff der Blasticitat im Allgemeinen. Erklärung einer 
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•iMÜMlieii Linie» Fläche, Korpen. r- §. 311. Wie bei tiaem %• 
■tome ynm Pttiikte% toii denen je zwei efatttiioh mit einender'ferbn»- 
den sind, die darch Binwirkangen fiotserer KrSfte entstehenden ein*' 
■dsohen Kräfte und die Aendernng der gegenseitigen Lage der Punkte 
bestimmt werden können« -— §• 312« Anwendang des Vorigen anfeine 
geradlinige Reihe yon Punkten. 

Gleichgewicht an einem elastisch dehnbaren Faden. 
6. 313. Die ^edingungsgleicbongen tur dieses Gleichgewicht. — §.314. 
Gleichung der elastischen Kettenlinie. Um wie Tiel hierbei jeder Theii 
der Kette ausgedehnt wird. — $. 316. Ausdehnung eines frei herab- 
hängenden elastischen Fadens durch sein eigenes und ein an sein un- 
teres Ende befestigtes Gewicht* Von John Herschel yorgeschl»- 
gene Methode, das Verhaltniss zu bestimmen, nach welchem sich yon 
einem Orte der Krde zum andern die Schwerkraft ändert. 

Gleichgewi,cht an einem elastisch biegsamen Faden. 
§. 316. Eigenschaften des elastischen Winkels. — §. 317. Hiermit 
können die Bedingungen fdr*s Gleichgewicht an ein6m elastisch bieg- 
samen Faden ohne Weiteres aus den Bedingungen, welche an einem 
yoilkommen biegsamen Faden gelten^ hergeleitet werden. — §. 318. 
Bemerkungen das Moment der Elasticitat in irgend einem Punkte des 
Fadens betreffend. Was zur Erhaltung des Gleichgewichts geschehen 
muss, wenn der Faden irgendwo unterbrochen wird. Begriff der Span- 
nung am elastischen Faden. — §. 319. Gleichung fiir das Gleicoge- 
widit an einem elastisch biegsamen Faden, wenn auf alle Punkte des- 
selben in einer Ebene enthaltene Kräfte wirken; yorausgesetzt wird, 
dass das Moment der Elasticitat der Krümmung des Fadens propor- 
tional ist. Bestimmung der 5 willkührlichen Constanten bei der Inte- 
gration der Gleichung. — §. 320. Gleichung des Gleichgewichts» wenn 
das erste und das letzte Element des Fadens in gegebenen Lagen in einer 
Ebene befestigt sind , sonst aber keine Kräfte auf den Faden wirken, 
oder Gleichung der elastischen Linie in einer Ebene. Axe der Linie. — 
6« 321. Andere Formen dieser Gleichung. Spannung der Linie. — 
4. 322. Gleichung bei einer nur sehr geringen Abweichung der Linie 
yon der Axe. Elastische Kraft der Linie; Gesetz dieser Kraft. — 
§. 323. Die elastische Linie kann auch die Gestalt eines Kreises ha- 
ben. Die Axe ist alsdann unendlich entfernt und die l^pannung über- 
all null. — §, 324. Die Gleichungen für das Gleichgewicht eines ela- 
stisch biegsamen Fadens im Räume. — §. 32&. Bestimmung der 9 
willkührlidien Constanten bei der Integration dieser Gleichungen. Si- 
cherung des Gleichgewichts, wenn der Faden irgendwo unterbrochen 
wird« Spännung des Fadens. — §. 326. Die Gleichungen der elasti- 
schen Linie im Räume oder der Gestalt eines elastisch biegsamen Fa- 
dens, wenn auf ihn keine äussern Kräfte wirken, sondern bloss das 
erste und das letzte Element desselben irgend gegebene Lsgen im Räume 
einnehmen. Merkwürdige Eigenschaften dieser Linie. — §. 327. Un- 
ter die yerschiedenen Arten der elastischen Linie im Räume gehört 
auch die cylindrische Spirallinie. 

§. 328. Wie den in §• 305: auf das Gleichgewicht an einem yoil- 
kommen biegsamen Faden übergetragenen Sätzen yon der lebendigen 
Kraft und der kleinsten Wirkung yerwandte Sätze auch beim Gleich- 
gewichte an einem elastisch biegsamen Faden entsprechen. — §. 329. 
Anwendung hienron auf die elastische Linie. Ein merkwürdiger Satz 
Dan. Bernoulli*s« Ausdehnung der yorigen Untersuchung auf den 
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Fall, wenn dat Moment der Elasticitat in jedem Punkte des Fadens 
einer beliebigen Function des Krümmongshalbmeisers daselbst propor- 
tional ist. 

Gleichgewicht an einem elastisch drehharen Faden. 
§• 330. Begnff dieser Drehbarkeit. Bestimmung der Elasticitat eines 
Ton zwei Ebenen gebildeten Winkels. — §• 331. Die Bedingungsglei- 
chungen für das Gleichgewicht an dem elastisch drehbaren Faden. — 
$. 332« Bestimmung der 12 Constanten bei der Integration dieser 
Gleichungen. — §. 333. Vereinfachung der einen Gleichung für den 
Fall^ wenn nur am Anfang und Ende des Fadens Kraflte angebracht 
sind« In diesem Falle, und wenn die anfängliche Gestalt des Fadens 
ein Kreis ist, kann seine nachherige Gestalt auch die einer cylindri- 
sehen Spirale seyn« 
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Zweiter TheiL 



Gesetze des Gleichgewichts 



zwischen' Kräften, 



welche auf mehrere mit einander verbundene 

feste Körper wirken. 



t 



Erstes Kapitel. 

Tom Gleichgewichte bei zwei mit ciu" 
ander verbundenen Körperm 

J. loo» 

JNaohdem w in dem Bisberigen die Gesetze des 
Gleiohgewiohts zwiscben Kräften ^ die auf einep und 
denselben Körper wirken, erforscht haben, wollen wir 
gegenwärtig die Bedingungen zu bestimmen suchen, 
welche statt finden müssen > wenn Kräfte, welche an 
einem Systeme mit einander verbundener Körper an- 
gebracht' stndy sich das Gleichgewicht halten sollen. 

Zwei oder mehrere Körper iiemiai wir aber über- 
haupt mh eiaaoder Terbunden, wenn die gegenseitige 
Lage der Körper gewissen, durch keine Kraft verletz- 
baren, Bedingungen anterworfen ist, so dass, wepn 
die Lage eines oder edieher Körper gegeben ist, die 
Lage der übrigen mehr oder weniger, oder auch ganz, 
bestimmt ist Hierdurch geschieht es , dass, wenn von 
6inem Systeme mit einander verbundener Körper der 
tme bewegt wird, einer oder mehrere der übrigen Kör- 
per^ wo dicht alle, gleichfalls ihre Lage zu verändern 

1* 
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genöthigt sind, dass folglich die Kraft, welobe die Be- 
wegung des einen Körpers hervorbringt , anoh auf die 
übrigen Körper Einfluss übt, und dass daher, wenn 
ein solches System im Gleichgewichte sejn soll, bei je- 
dem einzelnen Körper des Systems die unmittelbar auf 
ihn wirkenden Kräfte mit den Einflüssen, welche er 
Ton den an den übrigen Körpern angebrachten Kräf- 
ten erfahrt, das Gleichgewicht halten müssen. 

Die Ermittelung dieser Einflüsse ist demnach die 
Hauptaufgabe des nun folgenden zweiten Theils der 
Statik, indem mit Berücksichtigung derselben jede Auf- 
gabe über das Gleichgewicht eines Systems Terbunde- 
ner Körper auf das im ersten Theile behandelte Gleiche 
gewicht isolirter Körper reducirt werden kann. 

§. 189. 

Die Bedingungen, denen man die gegenseitige Lage 
der Körper unterworfen annehmen kann, sind entweder 
ganz willkührliche, oder solche, welche in der Natur 
der Körper selbst ihren Grund haben. Eine willkühr- 
liche Bedingung wäre z. B. die, dass von drei Kör- 
pern, wie sie auch ihre gegenseitige Lage ändern, der 
Inhalt des Dreiecks, welches ihre Schwerpunkte bilden, 
von gleicher Chrösse bleiben soll. Wenn nuo au<di selbst 
ftir dergleichen nur in der Idee existirende, aber nicht 
wohl physisch darstellbare Systeme die Gesetze des 
Gleichgewichts sich entwickeln lassen, so könnten diese 
Entwickelungen * doch nur in rein mathematidoher Hin- 
sicht von Interesse seyn, sonst aber nicht, wenigstes 
nicht unmittelbar, einen reellen Nutzen gewähren. Wir 
wollen daher gegenwärtig nur diejenigen Verbindungen 
der Körper berücksichtigen, welche in den allgemeiaen 
physischen Eigenschaften derselben begründet sind, , 
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Von diesMi Eigensohaften , ' deren man insgemein 
▼ier CQ raöhneni^flegt: Ausdehnung, Theilbarkeit, Träg- 
heit und Undurcbdringliohkeit , kann nun offenbar nur 
die letstere zugleich Ursache se jn , ' dass die auf den 
-einen Ton zwei Körpern wirkenden Kräfte gleichzeitig 
auf den andeim ihre Wirkung äussern, und dieses auch 
nur in dem Falle , wenn die Körper einander berühren, 
und wenn die den einen von ihnen angreifenden I^räfte 
ihn in>den von dem' andern eingenommenen Raum ein- 
zudringen fföthigen, ihn also nach der Seite zu trei- 
ben, wo ilm der andere berührt, nicht nach einer an- 
dern Riditung, indem sonst die Berührung und damit 
die Einwirkung aufgehoben würde. 

Von dieser der Natur gemässen Bedingung wollen 
wir aber zur > Vereinfachung und- Erleichterung unserer 
Untersuchungen insofern wieder abweichen, dass wir 
die Berührung* der Körper ald unauflöslich betrachten, 
80 dass, wenn von zwei durch Beriihrung mit einander 
yerbundenen Körpern der eine festgehalten wird, dem 
andern nur diejenige Bewegung gestattet ist, bei 
welcher er den erstem in eben so vielen Punkten , als 
an{i|nglich, «n beHihren fortfahrt. Streitet nun diese 
Hypothese, in'^den meisten Fällen wenigstens, gegen 
die Natur derDioge, und ist nichts vorhanden^ welches 
zwei sich nur bierührende Körper, sobald sie nach ent- 
gegengesetzten Seiten getrieben werden, sich zu tren- 
nen verhinderte, so wird es doch in jedem speciellen 
Fatte leicht seyn,* die Bedmgungen zu finden, die we- 
gen der mögUdhen Trennung der Körper zu den übri- 
gen Bedingungen des Gleichgewichts noch hinzugefügt 
werden müssen. 

Auch giebtes in der That Systeme in der Natur, 
die mit unserem Hypothese mdir oder weniger in Ueber 
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einstiaiiniiDg sind. Ganz besonders ist dieses mit eioem 
biegsamen Faden der Fall* Denn einen eokhen kann 
man sich als ein Sjstem oneodlidk vieler imendieii 
kleiner K5rper ForsteUen, res denen jeder mit zwei 
andern durch unsertarennbare Benihnnig FerbwMlen iil$ 
«nd man erlangt dadnreh den Vortlieily das Gleiehge" 
wicht an einem biegsamen Faden nach 4ensdbe» Priaei» 
pien y ak wie das Gleioligewidit jedba andern ^stems 
sich berührender Körper, nntersnehen aa können« 

Diese dnroh keine Kräfte anflöaliehe Beruhmag 
ist also die Art und Wose, anf welche wir im Ker«- 
per mit einander verbanden annehmen wollen» «ad «e» 
durch es geschehen scdl, daas die an dem eiaMi Kör- 
per ängebraditen Kräfte anf die andern Korper Ein- 
fluss haben« Das Beiwort: unanfloslieh, wird jedoch der 
Kürze willen in dem Folgenden w^gelassen werden, 
da wir uns jede Beruhmngy dafiom nicht das Gage»- 
theil erinnert wurd, als mne solche sa] denken haken. 



4. 19a 

Grundsätze. 1. Findet swischen Kräften, 
welche auf mehrere mit einander TcrhaBdene 
Körper wirken, Gleichgewicht statt, so dauert 
dnselbe noch fort, wenn die gegenseitige LAge 
einiger oder aller dieaer Körper unveränder- 
lich gemacht wird. 

Unter den Bedingungen, welche zum Glekfcf:«- 
Wichte mit einander verbundenmr Körper nothigp sM^ 
müssen folglich alle di<aenigea enthallea sejn, welohe 
erfordert werden , wenn die gegenseitig L*nge einiger 
oder aUer dieser Körper unverftnderlieh angenommen 
wkd. Insbesondere müsara daher die neehs Bedingungen 
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I 

gleiobnngea fiur das Gleichgewicht «wispb«» Kräften, 
welche 911 dnem einstigen frei bew^glieb^n K$rpf9r w 
gebracht «lud .(§t 6ß*)f weh h^ ^leiobg^i^ii^hta »wj^ 
a^hen Eoräftep stfitt ^ndea» w^phe auf mfAfCfe ivjt 
eimmder vfrbiindeae ap fii9b, fyßi bewegUob« K(frp#|r 
^wfcep« 

IL Das Crleiohgewioht hei mehrera wit 
einander verhundenenKörpern wird nicht auf- 
gehoben, wenn einer od^r etliche derselben 

aabewegli^ti £#»iaeht v#r4pPt 
. Die B«4»igwgm9 w4k^^ «PW Qhii^bgeyrMhtie ei- 
Qßs fiuiai TM) am imbew9g%}^n JK^rp^i^ b/patfibe^dw 

^sratewiB j«$iÖug fiind, rnnrn^ detier a^^ dmw^ ij^ Ett 

fiiUiwg.gßbw^.wiion inm di^ wbfv^lJMdMW b^^^f glu^b 
wdiüden tei«t« , ^ 

III« SUd ▼^.p ni^brerp mit ßinandor ver- 
bau dea^i9K^;rp<e?A ^ia«r»ad^5. 9t}jipbe uubp- 

w^gllfh, «gA b^rrf obt Äwi«c^#^ ^r^lfte»« w^il-^ 
9hß a«iJfi4ie,:b#Feglii»h;ep wi^kep, fiiii^icbgf«* 
yiohtvPQlst M immer w/i^gli 9b, <^p4ßi^ MP^bjQ wi?g^ 
liehen Kr&lt#ao;^ubripgepi di^rge^taU» dasii, 
w9Qn die unbeweglichen gleichfalls beweglich 
angejiQiiimea wßfden^ da9<3rl#icbgewi(9ht nicht 
unterbrochen wird. 

Die Bediogiingen für das Oieiohgewicbt eines Sy- 
steine^ in welcbMA bew^iohe ILürper mit unbeweglir 
oben yerbiioden wid» niüssea daher so jbesohaffißn seyo, 
dass, w^9W laan die ^mbewralichea beweglich werdeg 
liJMi^t, es vM^lich A9t> an den uisdi^weglichen Krä^ m^ 
zuJuriagen, weM^ mit denlC^räftna an Am beweg^bpa 
dM Gleichgewicht hfdten. ^ . 

I^ocb ist m bemerken^ 41^8 die i^f. #. in Bezug 
4Mif einen einsugea Körper aa^9iitelUen Gr^^od^ät^e PL 
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und IV. auch auf jedes System von K^em Anwen- 
dung leiden, und dass der Grundsatz VlII. in §• 14. 
auoli dann noch gilt,' wenn die zwei Punkte,' auf weliAe 
Kräfte wirken, zwei' viMoIiiedetten Kdrpem angehören^ 
die dergestalt mit einander verbunden sind,' dass'^ 
gegenseitige Entfernung der zwei Punkte unverändert 
lieh ist 



§. 191. 

' Mit Hälfe ^eser Grundsätze wollen wir nnn zovfir^ 
derst das Gleichgewicht an einem Systeme vdn nur 
zwei sich bMihrenden firm beweglichen Körpern «in Un- 
tersuchung ziehen. Der mne von ihnen sey, um von 
dem einfachsten Falle auszugehen, unendlich Uein oder 
ein physischer Punkt A\ den andern, in dessen Ober- 
fläche dieser Punkt nach allen Richtungen beweglidb 
ist, woUen wir uns Anfang» kugelförmig denken. Wir- 
ken nun auf A und der Kugel Mittelpunkt C zwei 
Kräfte P und R^ und sind diese einander gleich, und 
ihre Richtungen einander direct entgegengesetzt, also 
normal auf der Oberfläche, so halten sie sidi das 
Gleichgewicht, weil die gegenseitige Entfernung ihrer -. 
Angriffspunkte A und C unveränderlich ist (4* tl'^VIII. 
u. vor. §.). 

Da jede Kraft, ihrer Wirkung unbeschadet, auf 
jeden Punkt ilurer Richtung, der mit ihrem anfiinglichen 
Angriffspunkte fest verbunden ist, verlegt werden kann, 
80 wird das Gleicbgewidit noch fortbestehen^ wenn 
wir die auf C unrkende Kraft üt in einem beliebigen 
andern Punkte des durch A zu legenden Kugeldurch- 
messers anbringen. KAuch Isönnen w statt derselben 
zwei oder mehrere andere, auf beliebige Punkte der 
Kugel wirkende Kräfte setzen, wenn nur von letztem 
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Kräfteiti die erstere äie Resttltaiite ist. Eudlioh Verden 
ipdr, ohne das Gleiohgewidit atlfiatiliebdn , dem mit eb- 
ner Eugelfläche b^egrämten KGifierjede beliebige an- 
dere Form j^ebeti kennen ^ wenn nur das FlftcUVnele- 
teenty in welohem sich der bewegliche Punkt uf befin^ 
det, seine Lage, in welcher es tön de» auf A wirken- 
den Eriaft P nöitaal getroffen wird, beibehält; denn 
nur von der Lage dieses Elements der FIttohe, und 
keines ' andern , kann das in Rede stehende Oleidbge- 
Widlt abhänj^g seyn. * • • 

Zwischen mehrem an einem frei beweglichen Kör» 
per angebi^achten Kräften und einer Krafty welche* auf 
einen in der Oberfläche des Körpers beweglichen Pmkt 
üJ wirkt, herrscht demnach Gleichgewicht, wenn er- 
WcäriB Kräfte eidö der letztern gleiche und ^rect ent- 
geg^gesetzte* Resultante haben, und wenn die Riofa- 
tfang- der anf ^ wirkenden Krafr, folglich auch die 
ileraltante der fibrigen,^ did Oberfläche mA normal 
trifft 

* Diese zwei Bedingungen äind aber zum Gleichge- 
wichte nicht allein hinreichend , sondern auch nothwen- 
dig« Denn sind die Kräfte im Gleichgewichte, so wird 
dieses auch noch bestehen, Wtan man den Punkt in 
der Fläche unbeweglich und somit als einen mit den An- 
griffspunkten der übrigen Ejräfte'in fester Verbindung 
stehenden . Punkt nimmt (vor. §• L)* Alsdann aber 
mnss, wie bei ehiem einzigen festen Körper, die >auf 
den Punkt wirkende Kr^ft den übrigen das Gleichge- 
wicht halten und folglich; in entgegengesetzter Rieh- 
tung genommen; die ' Resultante der übrigen* sejn« 

Um die Nothwendigkeit der zweiten Bedingung zu 
beweisen, setze man, die Linie, in welche die Rich- 
tungen der Ki^aft P am Punkte A und der Resultante R 
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d^r übrigen fallep, fey pi4dit auf i^ Fläohe iionniü!» 
maimD Miejbig gegen difeelbe geeeigt« Den PaiJst 
dieser Linie, ki velobem sie dieF)äe|ie eebneidet, ajee 
den Punkt der F^äohe, über welobein «ob ji JteünA^tf 
aehflie man mm Angriffspunkte ypn ü» nnd^zer)eige 
bieraal It nach einer auf ^ Flächa normalen .w4 
einer die FUcbe ber4ibrenden Riohtnng in die Kräfite 
jfti and Jtz* Nach denselben Riobtuagfsn ;M^lege man 
auob iP in P^ und P^. Wie leiobt ersinbtUob, «rb^tt 
man hierdurch zwei Paare einander gleicher und 4irect 
entgegengeeetKter Kräfte /^i und ^,y /'s und /^a« Voi^ 
diesen sind nun P^ und /t| nermal auf der Fläpbf 
und daher im Gleiebffv^'ichte. Seilten mtbin /?. mW 
R sich da9 Gleiobgeiviobt halten ^ sp niiM^ten es iiuph 
P^ und i^s« Dieses ist aber nicht möglich^ da der jn 
der Flä4}he. bewegliche . Punkt A und der Punkt d^r 
Flädbe selbety über vrelebem erstiorer lif^, den.tfliv- 
gentielien entgegengesetzten Riehtuv^ey^ nacjb d^en 
sie von P2 und It^ getrieben werden, gleichzeitig .z\i 
folgen y dureb nichts gehindert werden ; folglich n» s, w. 

f. m. 

Zusätze, ap Wenn T^wisohen den K^älten, welche 
auf den frei bewegUebett Körper und den in seiner 
Oberfläche faewegUehen Punkt wirken^ Gleichgewicht 
heerseht, so wird diese? nicht uaterbitoeben, wenn wir 
den Körper «nbewegUeh werden lassen. Alsdann aber 
cMsd die an ihm an^braehten Kräfte von keiner Wir- 
kung mehr 9 und wir erkennen daraus, da^s, wenn auf 
einen in einer unbeweglieheu Fltcbe beyvegUchen Punkt 
eine die Fläche normal treffende Kraft wirkt, keine 
Bewegung erfolgen kjmth Und iw^kehrt: Bleibt ein 
auf einer odiewef^eben Fläche beweglicher und der 
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Wirkmig einer Kraft ausgeseteter Pimkt ui Ruhe 9 s# 
ist die tUditiuig der^Krafi: aaf d«r Flädbe oeinnaL 
Denn läsal oiaa die Fläohe beireglieli werdenr^ f». kaaa 
man das dadurdi verloren f^eheade fileidbgewidbt durdi 
Kräfte, wdche man an der Flädte anbringt y wieder 
herstellen« (§,19B. IIL). Dieses neue Gleiebgeirmht ist 
aber naoh vor. 4* mir dann raögtiefa, wcsoüd die auf den 
Punkt wirkende Kraft die Fläche normal trifft. 

b. Wird umgekehrt, statt des Kerpera, der Pimkt 
«nbewegiieh gesetzt, nnd somit die BewegKohk^t des 
Körpers deigestak besdirüakt, dass seine Oberfläebe 
einem i^nbewegliehen Punkte A zn begegnen genöthigft 
ist, so ergiebt sich auf ganz ähnliche Weise, wie im 
yorigen Falle, die zum Gleidigewicfate der auf den 
Körper wirkenden Kräfte hinreiehende und aothwendige 
Bedingung^ dass die Kräfte eine durch d^n Punkt A 
gehende und die Oberfläche ,daselbst normal treffende 
Resultante haben. 

e. Sind in der Oberfläciie emes bewegliohen Kör* 
pers zwei ediir mehrere bewegliche Punkte A^ ^»•••9 
tmd wirken auf jeden der Punkte eine Kraft, PautA^ 
Q auf By etc. und auf den Körper mehrere Kräfte, 
oder nur eine, oder auch gar keine Kraft, se wird 
zum Gleii^ewichte erfordert, das« sämmtiiohe Kräfte 
sieh eben so, als wären ihre Angriffspunkte fest mit 
einander verbunden, das Glei<^owieht halten, und 
dass die Richtungen der auf die beweglicben Punkte 
wirkenden Kräfte die Obsifläehe normal treffen. 

Die Nothwendigkeit der ersten Bedingung Ißuchtcrt 
sof^eich ein, wenn man die Punkte A^ if,... mit der 
Oberfläche sich fest vereinigen läset | die Nothwendig- 
keit der zweiten erheflet aus «•> wenn man die Punkte 
in der Oberfläche beweglich, den Körper selbst aber 
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^ unbeweglich amriniint (f. 190. IL). Die zwei Bedio- 
gQBgen sind* aber audi die einzigen ^ welche zum 
Gleichgewichte erfordert werden. Denn sind die anf 
den 'Körper wirkenden Kräfte mit Ahn Kräften Py 
Q... an den: beweglichen Punkten eben so im Gleidi- 
gewiohte, als wenn die Punkte an der Oberfläche fest 
wären« so müssen sich für erstere Kräfte den letztem 
gleiche , ' direct entgegengesetzte und anf Pnnkte des 
Körpers selbst, wirkende Kräfte — Py -^ ^j**» snb- 
stitniren lAsfien. Da txok der zweiten Bedingung zop 
folge Py'Qy*. auf der Oberfläche normal sind, so 
herrscht nach §• 191.: zwischen P und — P besonders, 
zwischen Q und — Q besonders etc., mithin zwischen 
sämmtlicben Kräften Gleichgewicht. 

d. Werden die Pnnkte Ay i9,... unbeweglich an- 
genommen, wird aber der Körper beweglich gelassen 
und mithin der Bedingung unterworfen , dass seine Flär 
che zwei oder mehreren unbeweglidien Punkten begeg- 
net, 90 ist die einzige zum Gleichgewichte der auf den 
Körper wirkenden Kräfte nöthige Bedingung, dass es 
^möglich seyn muss, diese Kräfte in andere zu yerwan- 
deln, deren Bichtungen die unbeweglichen Punkte tref- 
fen und daselbst auf der Oberfläche normal sind. > 

Diese Bedingung ist hinreichend, weil nach^. keine 
der durch die Verwandlung erhaltenen normalen Kräfte 
Bewegung heryorbring^n kann. Sie ist aber auch, nö- 
thig, weil, wenn maa.diePtinkte wieder beweglich wer- 
den lässt^ die Kräfte, weldie nach f. 190. III. zur Er- 
haltung des Gleichgewudits. an den Punkten angebracht 
werden können, 'nach e. auf der Flädie normal sejn 
und, in entgegengesetzter Bichtnng genommen, mit 
den Kräften am Körper gleiche Wurkung haben müs- 
sen. V , 
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e. Ist die Oberfläche des Körpers an einem oder 
mehrern unbewegliohen Punkten verschiebbar, und sind 
in derselben Fläche ein oder mehrere bewegliche Punkte, . 
so ist es zum Gleichgewidbte zwischen Kräften, welche 
an diesen heweglichen Punkten und an Punkten des 
Körpers selbst angebracht sind, nöthig und hinreichend, 
dass die Kräfte an den beweglichen Punkten die Fläche 
normal treffen, und dass diese Kräfte in Verbindung 
mit den auf den Körper unmittelbar wirkenden Kräften 
sich in andere verwandeln lassen. Welche die Fläche 
in den unbeweglichen Punkten normal treffen. 

Pen Beweis hiervon übergehe ich, da er denen 
für die vorigen Fälle c. und d. ganz ähnlich ist Ich 
kann aber nicht umhin, auf geometrische Folgerungen 
eigener Art aufmerksam zu machen, die sich aus die- 
sem*^ Satze ziehen lassen. 

Sey die Oberfläche eines beweglichen Kölners 
durch einen unbeweglichen Punkt A zu gehen genö- 
thigt, und in ihr ein beweglicher Punkt J7, auf wel- 
chen eine Kraft nach parallel bleibender Richtung 
wirke; am Körper selbst aber sey^ keine Kraft ange- 
bracht« Nach letzterem Satze wird nun beim Gleich- 
gewichte der Körper und der in seiner Fläche beweg- 
Uche Punkt B eine solche Lage einnehmen , dass diö 
Richtung der Kraft auch durch A geht und in A so- 
wohl, als in B^ die Fläche normal trifft. In eine sol- 
che Lage aber werden der Körper und der Punk^ B 
gewiss kommen, indem sonst die ^ich parallel bleibende 
Kraft ein Perpetuum mobile um den unbeweglichen 
Punkt ^erzeugen, würde, welches nicht möglich ist ** 
Diese fuhrt zu dem Schlüsse: 

In einer jeden in sich zurückkehrenden stetig ge- 
krümmten Fläche giebt es wenigstens Ein Pi^ar 
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Toii ' PimkleD) wclebes die BigODscbaft besitzt, 
dass eine doreh sie gelegte Gerade die Fläebe in 
beiden Pankten normal trifft. 
Beim Ellipsoid z« B* hat man drei solcher Paare von 
Punkten. Die sie rerbindenden Linien siad die drei 
Hanptaxen; ausser ihnen giebt es keine andere die 
Fläehe des ElUpsoids iw^raal rechtwinklig sdineidende 
Gerade« 

Gebt die Pläcfae eines Körpers durch zwei unbe- 
wegliche Punkte ji und By und wirkt auf einen in 
ihr beweglichen Punkt C eine Kralt nach einer sich 
parallel bleibenden und folglich mit AB stets densel- 
ben Winkel machenden Richtung, so ist diese Rieh« 
tung, wenn der Körper in die Lage des Gleichgewichts 
gekommen, in C auf seiner Fläche nmrmal, liegt mit 
den durch Jl und B zu ziehenden Normalen m einer 
Ebene und triift diese Normalen in einem und demsel- 
ben Punkte^ Da min der Körper in die Gleichgewichts* 
lege gewiss kommm wird^ so folgern wiri 

In einer in sich amrücklaufenden stetig gekriinai^ 
teti flä«^ iirt es immer mög]khj drei Punkte 
defgesfäH «u bestimmen, dass die durch sie zu 
«lekendlen Normalen in einer Ebene liegen und 
bMl in einem Punkt« schneiden^ dasb der gegen* 
seitige Abstand zweier "der drei Punkte rod ge- 
gebetier^ die graste Sehne der Fläche nicht übiv* 
tfebreitender, Grösse ist^ mid dass mit dieser Ab* 
dtandslinie die Normale durch den dritten Punkt 
^nen gegebenen Winkel macht. 
DttMh Annahme noch mehrerer unbeweglicher 
Punkte lassen sich noch einige andere Sätze fieser 
Art finden. Es wäre aber Überflüssig, diesriben her- 
zusetzen, da sie Jeder nach der durch die mitgetheil- 
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160 gegebenen Anleitung leieht selbst wird entwickthi 
können. 

Das im vor. f. in d. und ^. betrachtete Gteicbge- 
idcht eines Körpers, dessen FIftebe ^öh mehrere im- 
b^wegliöfae Punkte zu gehen genöthigt ist, mneht noeh 
eine besondere Erörterung toötlug. Die Bedingung die- 
ses Gleichgewichts war, dass für die am Körpei* ange- 
braditen Kräfte, — zu denen fat e. noch dicf zu rechnen 
sfaid, trelobe an den In d^r Oberflädie beti^egtichen 
Punkten wirken, — dass für alle diese Kräfte ein Sy- 
stem gleiohwirkenddr Kräfte subitituirt werden keimte, 
deren Richtungen die Oberfläche normal in den tinbe* 
wegUeheü Punkten trafen« Sollen aber i^wei an einem 
Körper angebrachte Systeme von gleicher Wbkung 
seyti, so müssen zwischen den die Intensifliten imd 
Riohtmigeif der Kräfte bestiminendM Chrösi^en seobi^ 
Oleiohnngen erföllt seyn (^. 66. Zus.). Soll folglich 
em gegebenes System in ein anderes yerwandelt wer- 
(tott, irdtt dessen Kräften, deren AnzaU tis±H Jey, die 
Riolrtttiigett gegeben sind, so ist £eses im Attgetniri^ 
twäy Wenn #i^ > 5^ immer möglich. Drau ist ii±±r6, 9» 
lassen sich die 6 unbekannten Intensitäten aus jenen d 

Alelehfmgen finden; ist aber 9<>6, so kann man von 
H*^^ KHlften die Intensitäten willkührlieb annehme» 
und damit die 6 übrigen bestimmen. Wenn dagegen 
ii<£6, so können die h Intensitäten ems den 6 Glei- 
dnmgen efindnirt werden, und es bldben dsom %^n 
Bedingttngsgleichnngen zurück, welche erfüllt seyn müs- 
sen, Wenn die Reduction des gegebenen Systems mög- 
Ueh eeyn solL 

ist demnach die Fläche eines Körpers durch n 
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unbewegiiohe Punkte zu g^hen genöthigty so können 
für »>>S die auf den Körper wirkenden Kräfte immer 
in n andere die Fläche in den n Punkten normal tref- 
fende Kräfte verwandelt werden, deren Intensitäten für 
M=6 bestimmte Wertfae erhalten, für #»^6 aber zum 
Theil unbestimmt bleiben* Es herrsoht folglieh hier 
immer Gleichgewicht, welches auch die auf den Kör- 
per wirkenden Kräfte sejn mögen; oder mit andern 
Worten: 

££n Körpern dessen Oberfläche durch sechs oder 
mehrere unbewegliche Punkte %u gehen genöthigt dst^ 
ist ebenf^Ms. unbeweglich. 

Ist die Zahl n .der unbeweglichen Punkte, mid 
mithin der normalen Kräfte, kleiner als 6, so müssen 
6 — » Bedingungen zwischen den Richtungea dieser 
Kräfte und den Richtungen und Intensitäten der am 
Körper angebrachten Kräfte erfüllt werden, wenn letz- 
tere Kräfte auf erstere sollen reducirt werden könneiL 
la diesem Falle findet also nicht immer Gleichgewicht 
statt, d, h.: , ^ . 

Die BewegUcMceit eines Körpers ist nie völlig 
aufgehoben^ wenn seine Oberfläche durch weniger 
als sechs unbewegliche Punkte «u gehen genöthigt 

< Werden die 6—» Bedingungen erfüllt^ und herrscht 
mithia Gleichge^cbt, so erhalten die jD^ormalen Kräfte 
bestimmte Werthe. 

Diese a^gemeinell Sätze sind indessep mehreren 
Ausnahmen unterworfen. Denn zuerst kann in gewis- 
sen Fällen auch bei 6 und noch mehreren unbewegfi- 
chen Punkten Beweglichkeit statt finden« Ist die FlächjD 
eine Ebene, oder die Fläche einer Kugel, .joder.aUge;^ 
meiner eine Revplutionsfläche, oder ist nie eine Sc^rau- 
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benfläche , so kann die Anzahl der unbeweglichen Punkte 
jede beliebige seyn, ohne dass die Beweglichkeit der 
Fläche aufgehoben wird; denn jede dieser Flächen ist 
in sich selbst verschiebbar. Analytisch giebt sich dies6 
Beweglichkeit dadurch zu erkennen , dass die in belie- 
biger Zahl genommenen normalen Kräfte aus den vor- ' 
hin gedachten sechs Gleichungen sich sämmtlich elimi- 
niren lassen , und dadurch von diesen Kräften unabhän- 
gige Gleichungen hervorgehen, welche die Bedingungen 
des Gleichgewichts zwischen den ursprünglich auf den • 
Körper wirkenden Kräften angeben« 

Sodann kann es geschehen^ dass auch bei 6 oder we« 
niger unbeweglichen Punkten einige öder alle der auf 
sie gerichteten normalen Krftfte ihren Intensitäten nach 
unbestimmt bleiben. Dieser Fall tritt dann ein, wenn 
von den 6, 5, 4,.. normalen Richtungen einige oder 
alle eine solche Lage haben, dass sich Ejräfte ange- 
ben lassen, welche, nach ihnen wirkend, im Gleichge- 
wichte sind. Denn liegen z. B. bei drei Punkten 
die zugehörigen- Normalen ce, ßr Y in einer Ebene 
und schneiden sich in einem Punkte, und hat man 
die gegebenen Ejräfte auf drei nach a, /?, y^ wir- 
kende Py Qj R reduciren können, so sind mit ihnen 
die gleichfalls nach a\ ß^ y gerichteten P-^ Smiß^^Y^ 
Q '^ S Any^'a^ JR + S sin a^ß gleich wirkend, welches 
auch die .Intensität von S seyn mag, indem die drei 
mit S proj^ortionalen Kräfte sich besonders das Gleich- 
gewicht halten. 



§. 194. 
Auf die vorhergehenden Betrachtungen Ober das 
GIcäehgewIeht an einem Körper und mehrern mit ihm 
verbundenen, theils beweglichen, theils unbeweglichen 
n. 2 
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Punkten lassen sich die nun folgenden Lfntersuchangen, 
welche das Gleichgewicht an zwei oder mehrem mit 
einander verbundenen Körpern zum Gegenstande ha« 
ben, . immer zurückführen« Denn um dies gleich an 
dem einfachsten Falle zu zeigen 9 wenn das System 
nur aus zwei sich mit ihren Flächen in einem Punkte 
berührenden frei bewegliehen Körpern a und af be- 
steht ^ so kann diese Flächenberiihrung offenbar auch 
dadurch ausgedrückt werden, dass es einen Punkt Ä 
geben soll, welcher in den Flächen beider Körpär zu* 
gleich beweglich ist, einen Punkt also, der, wenn wir 
uns ihn als ein nach allen Dimensionen unendlich klei- 
nes Körperchen denken, die Körper a und a' an der 
ßtelle, an welcher sie ohne ihn zusammentreffen wür- 
den, um ein unendlich Geringes von einander getrennt 
erhält. 

Seyen liun die auf die zwei Körper wirkenden 
Kräfte Im Gleichgewicht, und lassen wir zuerst den 
Zwischenpiinkt Jf, ide wir ihn nennen können, mi* 
beweglich im Räume werden. Da hierdurch das Gleich- 
gewicht nicht aufgehoben wird, und da die Körper nicht 
unmittelbar an einander, sondern an den unbeweglichen 
Punkt A stossen und daher ausser all^r Yerbinduug jmit 
einander sind, so müssen (§• 192. ^.) die auf a wir* 
kenden Kräfte sowohl, als die an a angebrachten, eine 
(in die gemeinschaftliche' Normale der Flächen beider 
Körper fallende Resultante haben. Beide Resultanten 
aber müssen überdies einander gleich und entgegen- 
gesetzt seyn, damit, wenn A wieder beweglich wird, 
statt dessen aber die gegenseitige Lage der Körper 
unveränderlich angenommen wird, die au ihnen, als an 
einem einzigen festen Körper, angebrachten Kräfte 
sich das Gleichgewicht halten. 



j 
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'Diese B^ioguDgen sind aber nioht allein nothwen- 
dig, sondern auoh hinreichend: Denn haben die anf m 
wirkenden Kräfte eine in die Normale bei* A fallende 
Resultante P^ die auf a^ wirkenden eine der P gleiche 
und direct entgegengesetzte Resultante P^^ und bringt 
man hierauf am Zwischenpunkte A selbst zwei diesen 
Resultanten ^gleiche und entgegengesetzte Kräfte -— P 
und -^jP aU) so halten diese letztern einander das 
Gleichgewicht und können daher den Zustand des Sy« 
stems nicht ändern. Da aber jetzt nach §• 191. P und 
— P fnr sich und eben so P' und — /^ besonders im 
Gleioligewiidite sind) so ist auch das ganze System im 
Gleichgewichte. 

§. 195. 

Zwei einander gldiche und entgegengesetzte Kiräfte, 
welche an zwei sich berührenden Körpern, die eine an 
dem einen, die andere an dem andern Körper, imBe- 
fdhrungspunkte angebracht sind, und deren Richtungen 
in die gemeinschaftliche Normale daselbst fallen, wol- 
len wir Gegenkräfte nennen. Zwei solcher Kräfte 
halten daher einander stets das Gleichgewicht, und wir 
können mit ihnen die yorhin erhaltenen Bedingungen 
für das Gleichgewicht zweier sich in einem Punkte be- 
rührenden Körper auch folgendergestalt ausdrücken: 

Es muss möglich seyn, im Berührungspunkte zwei 
Cregenkräfte von solcher Intensität anzubringen, dass. 
an jedem Körper besonders zwischen den ursprünglich 
auf ihn wirkenden Kräften und der hinzugefügten Ge» 
genkraft Gleichgewicht statt findet. 

§.196. 
Auf ganz ähnliche Art lässt sich auch der allge- 
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meinere Fall behandeln , wenn zwei Körper a nnd a^ 
siöh in zwei oder mebrern Punkten u4j By Cj..» be- 
rühren, nnd wenn zwischen den auf sie wirkenden Kräf- 
ten Gleichgewicht statt finden soll. — Man setze za- 
erst bei jeder Berührung einen Zwischenpunkt' hinzu 
und lasse diese Punkte im Räume unbeweglich werden. 
War nun anfangs Gleichgewicht vorhanden^ so kann 
dieses hierdurch nicht verloren gehen; vielmehr nanss 
jetzt an jedem der beiden Körper einzeln Gleichgewicht 
herrschen. Mithin (§. 102. d.) müssen die auf a wir- 
kenden Kräfte in- andere P^ Q^ JRy... und die anf a' 
wirkenden in andere P^y Q\ Itj... verwandelt werden 
können 9 deren Richtungen in die Normalen a, ßy y^*.* 
der Berührungspunkte A, B, Cy. fallen; Pund /" in 
die Normale a; Q und Q' in die Normale /?; n. s. w. 
Es müssen ferner, wenn wir die Unbeweglichkeit der 
Zwischenpunkte wieder aufheben, dagegen aber ^ie 
gegenseitige Lage von a und a^ unveränderlich anneh* 
men, die ursprünglichen Ejräfte, also auch diejenigen, 
■aufweiche sie reducirt worden, d.i. die nach a, /9, /,... 
gerichteten Kräfte P+ Py Q+ tt, B + Bfy etc., als 
auf einen einzigen beweglichen Körper wii^kend, im 
Gleichgewichte mit einander se3mJ 

Bei Verwandlung der auf a ursprünglich wirkenden 
Kräfte in andere Py Q^ jR,... nach den Richtungen 
ce, ßj yy*f erhalten nun P, Q, jR,... entweder nur auf 
eiue Art bestimmbare Werthe, oder nicht. Ist Erste- 
res der Fall, so sind P-f-/^' = 0, + 0^ = 0, etc., 
4. h. je zwei nach derselben Normale a, oder ß etc. 
wirkende Kräfte sind für sich im Gleichgewichte, indem 
sonst, weil P, €,... P', ^,... zusammen im Gleich- 
gewichte, also P, ö,... mit — jP, — ö'»-»« gleichwnr- 
kend seyn BoUeot^es gegen die Annahme auf zweierlei 
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Weise möglich iräre , die nrsprüngliehen Kräfte an a 
in andere nach einerlei Richtungen a, ßy y,... za. ver- 
vandehi, nämlich da« einemal in die Kräfte /^^ Qt « • • und 
das anderemal in die davon verschiedenen Kräfte.— -^P^ 
— Q^.«.. Können dagegen eine oder etliche » ,sb.,B. 
zwei^ von den Kräften P, €9 •.•9 folglich auchelien 
80 viele der mit ihnen nach denseU)en Richtungen gleich* 
wirkenden — P^y -^$%««« nach Wiilkühr bestimmt wer- 
den, und nimmt man hierauf P, Q nach Belieben und 
setzt — JP'ssP,.^^'«^, also P + P' = 0, 4^+^ 
==09. «0 messen -aus demselben Grunde,, wie vorhin^ 
wo alle B^äfte b^timmte Werthe hatten, auch '^—JV 
;=s^By etc. folgü^b Ä>+./r = p, etc..8eya. , . 

Als nothw^üdigi^ Bedingung für, das Gleichgewicht, 
zwischeu^ Kräfite^r) djie auf zwei sich in mehrerut Punk-^. 
ten berührende: Körper wirken, läsut sich daher jeden- 
falls« folgenile^afifstellen: Es muss möglich seyn, an je- 
dem Berühruqgfkpimkte zwei Gegenkräfte (Vor. %.) (-— P 
und — JP^ an ^^-^T-rö und — ö' an jB, eta) von sol- 
cher Intensität. an^iubriugen, dass an jedem der beiden 
Körper Jliesonders zwischen den ursprünglichen und den 
jetzt an ihn hinzugefugten Kräften Gleichgewicht be- 
steht. 

Aber auch umgekehrt: Ist nach Hinzufügung von 
Gegenkräften jeder der beidmi Körper für sich im 
Gleichgewichte, so müssen sie, durch Berührungen mit 
einander verbunden, an6h ohne Gegenkräfte im Gleich- 
gewichte seyn.. Denn das Gleichgewicht der mit einan- 
der verbundenen Körper, welches nach Hinzufügung. 
der Gegenkräfte, wegen des dadurch bewirkten Gleich- 
gewichts jedes einzelnen, statt 6nden muss, kann, i^rehn 
man die Gegenkräfte paarweise nach und nach wieder 
entfernt, nicht verloren gehen, da je zwei zusammeu- 
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gehörige derselben für sich im Oletohgewiobte siad. 

(♦. las.). 

Zusatz. Man liieht leioht, wie^die in §. 193. ge^ 
machten Bemerkungen auch hier ihre Anwendung finden. 
Berühren sich nämlich zwei Körper in 6 oder weniger 
Punkte, so haben die Intensitäten der Gegenkräfte im 
AUgemeinen bestimmte Werthe; unbestimmt bleiben 
sie bei 7, 8,... Berührungen. Ferner sind die Körper 
bei 5, 4,... Berührnngen stets an einander verschieb- 
bar, lA Allgemeinen aber nicht mehr, wenn sie sich 
in 6 oder mehreren Punkten berühren, so dass, mit 
Ansnahme gewisser einfacher Formen der Oberfläefaen, 
bei 6, 7,.,. Berührungen zum Gleichgewichte nur erfbr^ 
dort wird, dass sich die Kräfte an beiden Körpern 
eben so, als wären sie nur an einenl; einzigen ange- 
bracht, das Gleichgewicht haltea. Endlich können auch 
bei 6, 5,... Berührungen die Gegenkräfte unbestimmt 
bleiben, und zwar dann, wenn die Normalen , nach de- 
nen sie gerichtet sind, eine solche"Lage gegen einan- 
der haben, dass sich Kräfte angeben lassed, welche, 
nach diesen Normalen wirkend, sieh da»Gleiohgewicbt 
halten. 

§. i97. 

Wir haben bisher • einen jeden der beiden sich in 
einem oder mehreren Punkten berührenden Körper als 
frei beweglich angenommen. Sey jetzt dar eipe von 
ihnen unbeweglich,, und es erhellet ohne Weiteres, däss, 
nachdem die auf den beweglichen Körper wirkenden 
Kräfte Bewegung zu erzeugen im Stande sind, jodtt 
nicht, weder im erstem Falle die Bewegung gehemmt,.- 
noch die im letztem, herrschende Buhe gestört wilrd^ 
wenn wir, wie im. Vorigen^ an den, BerührungssteUen 
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Zwischenponkte eioschiebenr) und diese mit dem unbe- 
weglichen Körper fe^t verbunden annehmen. Die Be- 
dingungen des Gleiofigewiohts im vorliegenden Falle 
müssen daher ganz identisch seyb mit denen (§• 192. 
4i.)j welche statt fanden, wenn die Fläche des Kör- 
pers durch unbewegliche Punkte zu gehen ^enöthigt 
war. 

Berührt demnach ein beweglicher Körper einen 
unbeweglichen in einem oder mehrem Punkten, so sind 
die auf erstem wirkenden Ejräfte nur, dann, und dann 
immer, im Gleichgewichte, wenn es möglich ist, sie in 
andere zu verwandeln, welche die Oberfläche des Kör« 
pers in den Berührungspunkten normal treffen. — Bei 
sechs und mehrern Berührungen ist diese Verwandlung 
im Allgemeinen immer ausführbar, und daher ein mit 
.einem unbeweglichen in 6, 7,... Punkten durch Berüh- 
rung verbundener Körper ebenfalls unbeweglich. 



§. 198. 

Ausser der bisher betrachteten Flächenfiierührnng 
giebt es noch einige andere Arten, nach denen zwei 
Körper in einem oder mehrern Punkten einander be-. 
gegnen können. Denn i^t jeder der beiden Körper 
nicht von einer einzigen sich stetig fortziehenden Fläche 
begränzt, sondern ist er es von mehrern, und hat 
er somit Kanten und Ecken, so kann eine Begeg- 
nung der beiden Körper in einem Punkte auch darin 
bestehen, dass eine Bcke oder Kante des einen Kör- 
pers an eine Ecke, Kante oder Fläche des andern trifft. 

Ohne zu den ersten Principien wieder zurückzu- 
kehren, können wir die Bedingungen des Gleichge- 
wichts , die bei solchen Arten der Begegnung zweier 
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Körper nöthig nnd hinreichend sind, auch unmittelbar 
ans den so eben bei der Flächenberührung gefunde- 
nen Bedingungen herleiten. Sind nämlich zwei beweg- 
liche Körper auf beliebige Weise mit ihren Ecken, 
Kanten und Flächen verbunden, und herrscht zwischen 
den auf die Körper wirkenden Kräften Gleichgewicht, 
80 wird dieses nicht unterbrochen werden, wenn wir 
die zusammentreffenden Ecken und Kanten um ein un- 
endlich Weniges abstumpfen, oder, was dasselbe ist, 
.wenn wir auf den Ecken unendlich kleine Kugeln und 
längs der Kanten cjlinderförmige Körper von unend- 
lich kleinem Durchmesser befestigen. Findet aber kein 
Cvleichgewicht statt, so wi^d dasselbe durch Hinzufü- 
gung der Kügelchen und sehr dünnen Cjlinder auch 
nicht hervorgebracht werden. 

Dnrdi diese hinzugesetzten Kügelchen und Cjlin- 
der wird aber das Zusammentreffen der Körper mit 
Ecken und Kanten auf die Flächenberührung zurück- 
geführt, und es wird nun auch hier die allgemeine Be- 
dingung des Gleichgewichts in §. 196. anwendbar, wo- 
nach es möglich seyn muss, in den Berührungspunkten 
Gegenkräfte von solcher Intensität anzubringen, dass 
an jedem der beiden Körper besonders Gleichgewicht 
entsteht. Nur haben wir in Betreff der Richtungen die- 
ser Gegenkräfte wegen der zum Theil unendlich klei- 
nen Dimensionen der bei der Berührung hinzugefügten 
Körper Einiges zu berücksichtigen. 

1) Trifft eine Kante oder Ecl^e des einen Körpers 
a.mii einer Fläche des andern a in einem Punkte zii- 
sammen, t^fi wird hierauf längs der Kante eine unend- 
lich dünner* Cylinder, an die Ecke aber eine unendlich 
kleinto Kugel gesetzt, so ist bei der dadurch bewirk- 
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ten Fläohenberübrnng die gemeinschaftliche. Normalej^ 
oder die Linie, in welcher die .Gegenkräfte wirken 
müssen, als Normale der Fläche des Körpers a' im 
Berührungspunkte , vollkommen bestimmt Dasselbe 
gilt auch, wenn 

2) eine Kante des einen Körpers einer Kante des 
andern unter einem beliebigen Winkel begegnet. Denn: 
zieht man durch den Punkt der Begegnung eine atif 
beiden Kanten zugleich normal ßtehende Gerade, so 
ist, es diese .Gerade, und keine andere, welche audhP 
in dem Berührungspunkte der Cylinder, womit die Kirn- 
ten versehen werden, auf den Cjliudem normal steht.^ 
TriflR: aber 

3) eine Ecke des einen Körpers auf eine Kante 
des andern, so ist die Richtung der Gegenkräfte nicht 
vollkommen bestimmt. Denn heisst A der Punkt, in 
welchem die Ecke der Kante begegnet, so kann die 
Berührung der an die Ecke zu setzenden kleinen Ku- 
gel mit dem längs der Kante zu befestigenden dünnea 
Cjlinder in irgend einem Punkte des kleinen Kreises 
geschehen, in welchem derCjlinder von einerinJF normal 
auf seine Axe oder die Kante gesetzten Ebene geschnitten 
wird. Die Normale im Berührungspunkte oder die Rich- 
tung der Gegenkräfte ist daher irgend ein Halbmesser 
dieses Kreises, d. h. irgend eine der die Kante in A 
rechtwinklig schneidenden Geraden, 

4) Gan% unabhängig von der gegenseitigen La^e 
der Körper ist die Richtung der Gegenkräfte, wenn 
Ecke mit Ectce zusammentrifft. Denn hat man die 
beiden Ecken mit Kügelchen versehen und lässt diese, 
statt der Ecken, einander berühren, so kann die Nor- 
male derselben im Berührungspunkte, mithin auch die 
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dnroh den Begegnungspunkt der Ecken gelegte Linie 
fiör die Gegenkräfte, jede beliebige Richtung haben; 

§. 199. 

Nach diesen Erörterungen lärsst sieb nun das Ge- 
setz des Gleichgewichts bei zwei sich in einem oder 
mehreren Punkten auf beliebige Weise begegnenden 
Körpern mit denselben Worten, wie in §. 19$.^ wo die 
Körper sich nur mit ihren Flächen berührten , aus- 
drucken, sobald nur der Begriff der Gegenkräfte etwas 
allgemwier gefasst und unter ihnen überhaupt zwei 
einander gleiche Kräfte verstanden werden, die an der 
Stelle, wo zwei Körper sich in einem Punkte begeg- 
nen, die eine auf den einen, die andere auf den an- 
dern Körper, nach entgegengesetzten Richtungen wir- 
ken, mit dem Zusätze^ dass, wenn der Punkt, in wel- 
chem der eine Körper von dem andern getroffen wird, 
nicht eine Ecke oder sonst ein bestimmter Punkt des 
Körpers ist, sondern in einer Kante oder überhaupt 
in einer bestimmten Linie, oder in einer Fläche des- 
selben liegt und darin bei gegenseitiger Bewegung der 
Körper die Stelle wechseln kann, dass dann die Liive, 
in welche die Richtungen der Gegenkräfte fallen, auf 
dieser Kante oder Fläche normal ist. Auf solche Weise 
den Begriff der Gegenkräfte festgestellt^ ist demnach 
Folgendes das allgemeine Resultat der bisherigen . Un- 
tersuchungen: 

Zwischen Kräften ^ welche auf xwei m einem 
eder. in mehreren Punkten mit einander verbundene 
.frei bewegliche Körper wirken ^ herrscht nur dann^ 
und dann immer y Oleichgewicht j wenn sich in den 
Verbindungspunkteu Gegenkräfte van solcher Inten- 
sität anbringen lassen^ dass an jedem der beiden 
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Korper icstmderM zwischen den ursß^riinglicAen und 
den Mnxtige/iigten Glei^kgewicAt statt. ßndet$ oder^ 
was auf dasselbe hinauskommt: wenn die Kräfte an 
dem einen der beiden Körper sieh auf andere redu* 
cireth lassen^ deren Richtttftgen die Begegnungspunkte 
treffen und daselbst bei Begegtmngen von. Flächen 
oder Kirnten auf diesen Flächen oder Kanten nor-^ 
med sindy und wenn die Kräfte an beiden Körpern 
eSen.sOy als wenn sie auf einen ^ einxigen wirkteny 
einander das Gleichgewicht halten* 

fst der eine von beiden Körpern, unbeweglich^ 
so ist es für das Gleichgewicht hinreichend f(md noth^ 
wendig y dcßss die erst^ der xwei letztem .Bedingung 
gen in Bexug auf den bew^ßglichen Körper erfüllt 
wird. y X 

f. 200. 

Eine etwas nähere Betraehtupg verdient noeh die 
Natur der Gegenkräfifce. Da beiin Gleioh§[ewiülite zwi- 
sehen Kräften, welche auf zwei mit einander vtt*bui»- 
deue Körper wirken, an jedeoi derselben die ursprüng- 
Uohen Kräfte mit den an ihm anzubringenden Gegen- 
kräften im Gleichgewiehte sejn müssen, ohne diese 
aber im Gleichgewichte mit den ursprünglichen Kräf- 
ten am andern Körper sind, so wird von den an dem 
einen Köi^per anzubringen^ien Gegenkräften auf ihn 
dieselbe Wirkung, als von dem zunächst auf den an- 
dern Körper wirkenden Kräften, hervorgebracht. Mau 
kann daher die Gegenkräfte an<^ als ^en Ausdruck 
des von den Kräften des ein^n Körpers auf den an- 
dern Körper bewirkten Einflusses betrachten. 

Ber wirklichen und daher nicht absolut festen, son- 
dern mehr oder weniger dästbchen Körpern ^iebtsich 
dieser Einfluss durch e^, wenn auch oft nur äusserst 
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geringe Veränderung in der gegenseitigen Lage ihrer 
Theiloben zn ericennen, indem sich die Tbeilohen bald 
etwas näher gebracht, bald etwas weiter von einander 
entfernt werden. Diese Veränderung ist an den Stel- 
len selbst, wo die Körper mit einander verbunden sind, 
am grossten , eben isro, als wenn auf diese Stellen Kräfte 
wirkten, die das eiuemal eine Richtung von aussen 
nach innen, das andereiinal von innen nach aussen ha- 
ben. Man nennt eine solche Kraft im erstem Falle 
Druck oder Pressung, im letztern Spannung, oder be- 
greift sie auch unter dem gemeinschaftlichen Namen 
Pressung, indem man Spannung als negative Pres- 
sung -ansieht ' • 

Indessen muss man *sich wohl hnten^ diese Pres- 
sangen mit den vorigen Gegenkräften als völlig identisch 
zu betrachten. Die Gegenkräfte ergaben sich nicht als 
wirklich vorhandene Kräfte, sondern wurden nur als 
Hülfskräfte eingeftihrt, um damit die Demonstrationen 
zu erleichtern und die Bedingungen des Gleichgewichts 
einfacher darzustellen. Die Pressungen dagegen sind 
Kräfte, die sich beim Gleichgewichte ebenso, wie jede 
andere Kraft, durch Veränderung der gegenseitigen 
Lage der Theilcheit der Körper, als wirklich vorhan- 
den offenbaren, und die daher sowohl hinsichtlich ihrer 
Intensitäten, als ihrer Richtungen, jederzeit vollkommen 
bestimmt sind, während die Intensitäten der Gegen- 
kräfte nur bei sechs oder weniger Flächenberührungen 
zweier Körper, um bloss dieser Art der Begegnung zu ge- 
denken, bestimmte Werthe haben könnea (§• 196. Zus.). 

Soviel ist gewiss, dass im Falle des Gleichge- 
wichte die Pressungen , welche ein Körper / erleidet, 
eben so wohl, als die an ihm anzubringenden Gegen- 
kräfte, mit den ursprünglich auf ihn wirkenden Kräf- 
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ten im Gleiobgewicfate sqjq müssen. Sind folglich die 
Gegenkräfte nur ^af eine Weise bestimmbar 9. ^ie die- 
ses im Allgemeinen der Fall ist, wenn sich zwei Kör- 
per in 6 oder weniger Punkten berühren , so musd die 
auf jeden einzelnen Berührungspunkt wirkende Pressung 
der eben daselbst anzubringenden Gegenkraft gleich 
s^yn, .indem sich sonst gegen dtie Hypothese in den 
Berührungspunkten noch andere Kräfte anbringen lies-' 
sen, welche mit den ursprünglichen im Gleichgewichte 
wären. 

Berühren sich aber zwei Körper in mehr als 6 
Punkten, so werden den 6, zwischen den 7 oder meh- 
rem Gegenkräften bestehenden Gleichungen die Pres- 
sungen, statt der Gegenkräfte substituirt, zwar eben- 
falls Genüge leisten. Allein es muss bei elastischen 
Körpern eine hinreicheibde Anzahl noch anderer Glei- 
chungen geben, aus denen in Yerbindunig mit den vo- 
rigen seciis die Pressungen insgesammt bestimmt wer- 
den können. Die Entwicklung dieser andern Gleichun- 
gen gehört abef nicht für unsern gegenwärtigen Zweck, 
wo wir uns bliofls mit vollkommen festen Körpern be^ 
achäftigen. 

Allerdings kann man die Frage aufwerfen, ob 
nicht auch bei zwei sich in mehr als 6 Punkten berüh- 
renden absolut festen Körpern an den Berührungspunk- 
ten Pressungen von bestimmter Grösse statt finden, 
und welches ihre Werthe seyen. Indessen lässt sich 
auf diese Frage nicht mit Hülfe der Erfahrung und 
auch nicht mit Anwendung von Rechnung antworten, 
man müsste denn das Gesetz der Pressungen, welches 
bei elastischen Körpern obwaltet, auch bei vollkom- 
mener Festigkeit der Körper, als dem Grenzzustande 
der Elastieität, noch gelten lassen, oder irgend ein 
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neneB Gesetz zu Hülfe nehmen, dessen Gründe aber 
nur metaphysisch seyn könnten. 

Wie dem aber auch seyn mag, so kann uns diese 
Unsicherheit in^ Bestimmung der "Pressungen weni^ 
kümmern, da wir es im Vorliegenden nicht mit eigent» 
liehen Pressungen, sondern nur mit Hülfskräften zu 
thun haben, die aber inskünftige, um dem gewöhnlichen 
Sprachgebrauehe nicht entgegen zu seyn, statt Gegen- 
kräfte, ebenfalls Pressungen genannt werden sollen« 



Gleichgewicht an einem nicht völlig frei bewegli- 

cheo Körper. 

f 201. 

Die in dem Vorhergehenden entwickelte Theorie 
des Gleichgewichts zweier mit einander verbundenen Kör- 
per wollen wir schlüsslich durch einige Beispiele erläu- 
tern. Dabei werden, wir den einen der beiden Körper 
als unbeweglich annehmen, indem, wenn auch er be- 
weglich ist, zum Gleichgewichte des Ganzen nur noch 
erfordert wird, dass die Kräfte. an beiden Körpern, als 
auf einen einzigen wirkend, sich das Gleichgewicht 
halten. (§. 199.) 

Sey der bewegliche Körper mit dem nabewegli- 
oben zuerst nur in einem Punkte verbunden. Welches 
nun auch diese Verbindung seyii mag, so ist die zum 
Gleichgewichte stets nöthige Bedingung, dass die an 
dem beweglichen Körper wirkenden Kräfte eine ein- 
zige den Punkt treffende Resultante haben. Ist daher 
in .Bezug auf drei coordinirte Axen das System der 
auf den Körper wirkenden Kräfte, wie im Früheren, 
durch Ay B^ C^ Lj Mj iV gegeben, ist (o,^, e) der^ 
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Punkt der Begegnung und ( ü^ Fy IV) die ihnt reffende 
Resultante der Kräfte oder die Pressung daselbst, so 
hat man naoh §• 60. die Gleichungen: 

C^tF,N=aF^6U. 

Hieraus die ai|f die Pressung sich beziehedden 
Grossen Uy Vy JV eliminirt, ergeben sich die Bedin- 
gungsgleichuDgen : 

Xj=bC'^cBy M=cA^aCy N=aB^bAy 
oder einfacher: Zr=0, i!f=0, iV*=0, 

sobald der Punkt der Begegnung zum Anfangspunkte 
der Coordinaten genommen wird. Die auf ihn ausge- 
übte Pressung aber ist (Jf, B^ C). Wenn nun 

1) eine Ecke, oder überhaupt ein bestimmter Punkt 
des beweglichen Körpers, mit ^inemhestimmten Punkte 
des unbeweglichen verbunden ist, oder, was auf das- 
selbe hinauskommt: wenn ein bestimmter Punkt eioes 
Körpers unbeweglich, der Körper selbst aber um ihn 
nach allen Richtungen drehbar ist, so kann die Rich- 
tung der Pressung jede beliebige sejn {§. 198. 4.J« 
Die drei erhaltenen Bediugungsgleichubgen Z/, M^ JV 
sssO sind daher in diesem Falle die einzigen, d. h. 

2iUm Oleichgewichte eines Körpers ^ der einen 
unbefoeglichen Punkt hat^ ist es nöthdg und hinrei^ 
ehendy dass in Bexug auf jede pen drei sich in dem 
MHtnJkte schneidenden und nicht in einer ßbene lie* 
genden Axen das Moment der Kräfte null ist. . 

2) Ist die Beweglichkeit eines Körperi dadurch 
beschränkt^ dass ein bestimmter Punkt desselben in 
einer unbeweglichen Ldnie xu verharren^ oder dass 
eine bestHnnae, Linie desselben ^ einem unbeweglichen 
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ihmkte XU begegnen genöthigt ist^ so wird zum Gleich- 
gewichte erfprdert, dass die Kräfte eine die Linie in 
dem Punkte rechtwinklig treffende Resultante haben 
(§. 198. 3,). L^sst man daher den Punkt, wie vor- 
bin, mit dem Anfangspunkte der Coordinaten, und die 
Linie, oder ihre Tangente in diesem Punkte, wenn 
sie .krumm ist, mit der Axe der x zusammenfallen, so , 
i^t bei Annah^ie eines rechtwinkligen Cöordinatensj- 
stems die Resultante in der Ebene der y% enthalten, 
und daher {7=0. Hierdurch kommt, wegen A=z 17, 
zu den vcu^igen drei Redin«;ungsgleichungen />, ilf, /V=0 
noch die vierte ^=0, d. h. e^ mtiss noch die Summe 
der nach der Ldnie^ oder ihrer Tangente im Be^ 
gegnungspunkte f gesc/iätxten Kräfte null seyn. 

3) Ist ein bestimmter Punkt eitles Körpers* in 
einer unbeweglichen Fläche beweglich^ oder eineFlä* 
che des Körpers einem, unbeweglichen Punkte im 
begegnen genöthigty so muss die Resultante der 
Kräfte die Fläche im Begegnungspunkte normal tref- 
fen. Es muss folglich, wenn der Punkt wiederum zum 
Anfangspunkte eines rechtwinkligen (Toordinatensjstems 
genommen, und wenn die Fläche Ton der Ebene der 
^, y daselbst berührt wird, die Resultante in die Axe 
der % fallen, woraus V und F = folgen. Ausser 
den obigen Bedingungsgleichiingen //, il7, iV^=0, müs- 
sen daher jetzt noch die zwei: ^ = und J? = er- 
füllt werden, d* !!• es muss noch die Summe der Kräf- 
te nach irgend xwei in der Berültrungsebene gezo- 
genen und sieh schneidenden Geraden geschätxt^ beide- 

male null seyn. 

§. 202. 

Wird ein Körper in zweien seiner Punkte F and 
F' an der Bewegung gehindert, so müssen beim Gleich- 
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gewichte sämmüiohe Kräfte sieh auf zwei diese Punkte 
treffende Kräfte zurückführen lassen. Nimmt man da- 
her F' zum Anfiangspunkte eines rechtwinkligen Coor- 
dinatensjstemsy F' F zur Aze der opy setzt F^ F=a 
und bezeichnet die auf F und F' gerichteten Resul- 
tanten oder die Pressungen ^ welche diese Punkte er« 
leiden, durch (t7, T, fF), {V, F\ W), so muss 
seyn: 

Wenn nun 1) F und F* völlig unbeweglich ange- 
nommen werden^ so. lässt sich über die Richtungen der 
Pressungen im Yoraus nichts bestimmen, und es giebt 
daher zwischen U^ Vy... W^ keine andern Relationen, 
als die, welche aus jenen Gleichungen selbst hervor- 
gehen. Hieraus können aber bloss Vy V\ JV^ W\ 
d. i. die in F und F' auf FF normalen Theile der 
Pressungen bestimmt werden; dagegen findet sich von 
den längs der Linie F F* selbst gerichteten Pressun- 
gen U und Ü* nur die Summe, =^, und es bleibt 
Z^ = 0, als die einzige von den Pressungen freie Glei- 
chung, als Bedingung des Gleichgewichts, zurück, wer« 
aus wir schliessen: 

Zum Oleichgewichte eines an einer unbewegU^ 
ehen Axe {FF') befestigten Körpers ist es nöthig 
und hinreichend^ dass diu Moment der Kräfte in 
Bezug auf diese Axe null ist. 

2) Ist nur der Punkt F' unbeweglich , F aber in 

eijier unbeweglichen Linie beweglich^ und macht die 

in J* an. diese Linie gezogene Tangente mit den Coor- 

dinatetta:s:en die Winkel a, /9, y, so kommt, weil die 

IL 3 
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Pressung (£7, V^ W) auf der Linie nonnal seyn 
muss, nooh die Gleichung 

CT oos a + F 008 /9 -fr Ü^ 008 y =± 
binxu. Bieimiit ei^alten wfr zu der vorigen Bedingung 
des Gleiohgewiohts ^ssO, xwar keine neue, aber es 
hört nun die Unbestimmtheit von U und V auf. 

Dooh ist hiervon der Fall auszunehmen, wenn 
cos «==0 und daher die Linie auf FF' normal ist« 
Lassen wir alsdann- grösserer Einfachheit willen die 
Tangente der Linie mit der Axe der y pat'allel sejn^ 
setzen also noch cos ^^£=0/ so wird FszO, und es 
entsteht noch die Bediogungsgleichung: iV=:0; die 
Unbestimmtheit zwischen ü und ü' aber dauert fort, 
und wir folgern hieraus: 

Ist ein Puniit F^ eines Körpers unbeweglich und 
ein anderer Punkt F desselben in einer unbeweglichen 
Linie beweglich, deren Tangente FO (Fig> 50.) auf 
F' F normal ist, so muss beim Gleichgewichte das 
Moment der auf den Körper wirkenden Kräfte sowohl 
rücksichtlich der Linie JF'/^, 'als rücksicbtlich der auf 
der Ebene F' FG in jP' zu errichtenden Normalen F' H 
null seyn. 

Durch die Nullität des Momentes in Bezug auf 
FF' wird, wie in 1), die Drehung d^s Körpers um 
diese Axe aufgehoben. Es erhellet aber nicht sogleich, 
warum auch in Bezug auf F' H das Moment null seyn 
soll, da doch bei der Unbeweglichkeit der Linie, in 
welcher F beweglich ist, der Körper sich nicht um 
F' li drehen lässt, wenigstens nicht im Allgemeinen, 
sondern nlir in dem speciellen Falle, vrenn die Linie 
der Bogen eines aus F' ^ als Mittelpunkt^ mit dem 
Halbmesser F' F in der Ebene F' FG beschriebenen 
Kreises ist. Indessen kann man doch, wenn die Linie 
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irgend eine andere Cu'rve ist, die der Annahine ge- 
mäss von jP& berührt wird, das bei dem Punkte F 
befindliche Element der Curve als das Element eines 
aus F^ beschriebenen Kreises betrachten, und der 
Körper kann folglich jederzeit, Venu auch im Allgemei- 
nen nur um ein unendlich Geringes, um F'H als Axe 
gedreht werden. — Die Rechnung giebt uns didiolr ein 
genaueres Resultat, als vir erwartet hatten, indem sie 
den Körper selbst vor einer unendlich kleinen Drehung 
zu sichern sucht* Die Betrachtung von dergleichen 
unendlich kleinen Beweglichkeiten ist besonders in rein 
geometrischer Hinsicht von Interesse» und wir werden 
deshalb diesem Gegenstande späterhin eine speoielle 
Untersuchung widmen.] 

3) Sind beide Punkte F und F' in gegebenen Li- 
nien beweglich, so hat man, wenn die Richtungen der- 
selben bei F und F' durch die Winkel o.^ ß^ y und 
a\ /^, / gegeben sind, nächst den 6 Gleichungen (^), 
noch folgende zweis 

f/oosa-f- Fcos/J-f- l#^ COSysrrO, 
{7oosa'+ r'cos/S'+ l#^'cosy=05 
und es lassen sich jetzt nicht nur sämmtliche Pressun- 
gen vollkommen bestimmen, sondern man erhält auch 
noch zu // = & eine neue Bedingungsgleichung. Sind 
z.B. F und F' in der Axe der x^ also in FF' läelbst, 
beweglich,, so werden 17=0^ t7' = 0, und daher A 
= die neue Bedingung, d. h. die Summe der nach 
der Richtung von FF' geschätzten Kräfte muss null 
seyn. 

Können die in der Axe der x befindlichen Punkte 
F und F' sich in Parallellinien mit der Axe der y be- 
wegen, 80 sind die Pressungen parallel mit der Ebene 
der x^ %, mithin ^ und F'=0, und es werden damit 

3* 
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J? =2 0, N:=- 0. la diesei9 «peoiellen Falle kommen also 
zu L=i% statt einer 9 noeh zwei Bedingungsgleichnn- 
gen hinzu. Die Erfüllung der einen, 27=^0, hebt die 
mit der Axe der jf parallele Bewegung auf; durch die 
andere^ N=ifiy wird ähnlich erweise, wie in 2), eine 
hierbei noch mögliche unendlich kleine Drehung oin 
die Axe der x gehindert. 

4) Berührt der Körper mit beiden Punkten eine 
Ebene, z. B. die Ebene dei; ;r, y, so haben die Pres- 
sungea eine auf derselben normale Richtung; es wer- 
den folglich {/, r, ü\ V = 0, und man erhält damit 
Jt=:0, if = 0, L=0^ JV=:0^ als Bedingungen des 
Gleichgewichts. 

§. 203. 

Betrachten wir noch einen in drei Punkten F, F'j 
F'^ an seiner Bewegung gehinderten Körper. Seyen 
diese Punkte: (a,^, r), {(/ 6\c)j (0,0,0), so dass 
F^' der Anfangspunkt der Coordinaten ist. Die Pres- 
sungen in F, F% F'' seyen ( «7, F, W), ( V\ F', W\ 
{ü'\ V'\ W"^ und man hat alsdann nachstehende 6 
Gleichungen: 

^N = aV — bU^a'V' —b'lT. 
Da sich aus ihnen allein die Pressungen nicht eli- 
miniren lassen^ so giebt es, wenn die drei Punkte un- 
beweglich sind, im Allgemeinen keine Bedingung des 
Gleichgewichts, und der Körper ist ebenfalls unbeweg- 
lich; was auch schon daraus erhellet^ dass die bei zwei 
unbeweglichen Punkten noch übrig bleibende Axendre- 
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huqg duroll die Annahme eines dritten unbeweglichen 
Punktes ausserhalb der Axe yollkonunen aufgehoben 
wird. *-• Die Pressungen selbst bleiben zum Theil UQr 
bestimmt« 

L<ässt man die Punkte in gegebenen Linien be« 
wegKoh sejn^ so kommen 3 neue Gleichungen zwischen 
den 9 Grössen Uy... W hinzu, und man hat spiQit 
9 Gleiohungen, aus denen man diese 9 Grössen, also 
die drei Pressungen ihrer Intensität und Richtung nach^ 
bestimmen kann. Eine von den Pressungen freie Glei- 
chung lässt sich aber damit noch nicht finden, und der 
Körper ist folglich ancb jetzt noch unbeweglich^ 

Eine Ausnahme hiervon findet statt, weüft^die ^rei 
Linien einander parallel sind, als wodurch der Körper 
selbst parallel mit ihnen beweglich wirdb Lässt man 
sie z. B« parallel mit der Axe der % sejn, so werden 
IF, W\ W" = 0, welches die Bedingung: C = 
giebt, d. h. die Summe dbr nach den Richtungen der 
Parallellinien geschätzten Kräfte muss null seyn. 

W^n endlich der Körper mit den drei Punkten 
eine Ebene, es sej die der ^, y, berührt, und folglich 
die Punkte in dieser Ebene beweglich sind, so hat man 
e? = 0, c'=^Oy und noch aupserdem, weil dann die 
Pressungen die Ebene normal treffen : 17, {T, U'^y 
Vy V'y V" = 0. Hiermit finden sich aus den Glei-^ 
ohungen {B) die Bedingungen: ^=0, ^=0, iV=0. 
Die drei übrigen Gleichungen werden: 

C= fr + ^' + ÜT'', 

nnd hieraus lassen sich die drei auf der Ebene norma- 
len Pressungen Wy W\ W'y bestimmen. 

Liegen die drei Punkte, in denen der Körper die 
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Ebene der x^ y berährt, ia einer Geraden, z. B. in 
der Axe der x^ fio hat man noch b und 4' = su 
sefeeii. Hierduürch verwandelt sich die zweite Glei^ 
ohung für die Pressungen in eine vierte Bedingung fürs 
Gleichgewicht: /^^esO, d. h. es muss noch das Moment ' 
der Kräfte in Bezug auf die Gerade, in welcher die 
Punkte liegen, null iieyn. Die drei Pressungen aber 
lassen sich tfus 4en fiir sie noch übrig bleibenden 
zwei Gleichungen , nicht mehr volllLommen bestimmen, 

§.204. 

Zusatz. Wenn der Körper bloss parallel mit der 
Axe der % beweglich ist, so dass jeder Punkt dessel- 
ben eine Parallele mit dieser Axe beschreibt, so ist 
nach vor. §• 67c=sO die Bedingung des Gleichgewidits« 
Eben so ist AssaQ oder B = Q die Bedingung, wenn 
der Körper bloss parallel mit der Axe der x oder der 
y foirtgerüekt werden kann. 

Liisst sich der Körper bloss um die Axe der x 
drehen, so dass jeder seiner Punkte keine andere Li- 
nie,, als einen Kreis um diese Axe beschreiben kann, 
so istZf=0 die Bedingung des Gleichgewichts (§.202.); 
und auf gleiche Art ist M=Q oder i\r=0 die Be- 
dingung j wenn der Körper nur um die Axe der y oder 
der % gedreht werden kann. 

Den sechs Gleichungen ^, if, C, Ijy My JV=:0 
entsprechen daher resp. die Fortbewegungen des Kör- 
pers längs der Axen der Xy y, » und die Drehungen 
um dieselben Axen dergestalt, dass wenn der Körper 
nur einer dieser sechs Bewegungen folgen kann, die 
derselben entsprechende Gleichung es ist, wodurch das 
Gleichgewicht der auf den Körper wirkenden Kräfte 
bedingt wird. 
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Diese drei fortrüokendea UQd drei drehenden Be- 
wegungen sind von einander vollkommen unabhängig, 
d. h« man kann einen Körper oiit einem oder mehrern 
andern ganz oder zum Theil unbeweglichen Körpern 
immer so verbinden, dass er nur an einer dieser sechs 
Bewegungen, oder an etlichen derselben, welche man 
will, Theil nehmen, keiner der ührigdn aber folgen 
kann. 

So wie nun, wenn der Körper nur oiner /einzigen 
der 6 Bewegungen fähig ist, die dieser Bewegung ent- 
sprechende Gleichung die Bedingung des Gleichge- 
wichts ist, so sind auch, wenn der Körper i^wei oder 
mehrere der 6 Bewegungen zugleich annehmen kann, 
an den übrigen aber gehindert ist, die den möglichen 
Bewegungen entsprechenden Gleichungen die nöthigen 
und hinreichenden Bedingungen des Gleichgewichts. 
Berührt z. B. ein Körper in drei Punkten, welche 
nicht in einer Geraden liegen, eine unbewegliche Ebene 
und wird diese zur Ebene der ;r, y genommen, so sind 
damit von den Cf Bewegungen aufgehoben; die mit der 
Axe der % parallele Fortrüokung und die Drehungen um 
die Axen der x und der y ; dagegen kann der Körper 
noch parallel mit den Axen der a: und der y bewegt 
und um die Axe d^ % gedreht werden. Von den sechs 
Gleichungen, welche beim Gleichgewichte eines vollkom- 
men frei beweglichen Körpers erfüllt sejn müssen, sind 
daher die dreis £7=0, JCrz=:0, üfssO, durch das Hin- 
dernisse welches die Ebene der Bewegung des Kör- 
pers entgegenstellt, schon als erfüllt anzusehen, und 
es bleiben noch die drei: ^ = 0^ jB = 0, iV=^0^ als 
zu erfüllende Bedingungen, übrig, VergL vor. §. 

Ist nur ein Punkt des Körpers unbeweglich, so 
kann, diesen Punkt zum Anfangspunkte der Coordiua- 
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ten genommeD, der Körper um jede der drei Axen ge- 
dreht, aber keiner entlang verschoben werden* Die 
Bedingungen sind daher in diesem Falle: 2>=0, M 
= 0, A^=0 (§. 201.). 

Kann umgekehrt der Körper um keine Axe ge- 
dreht, aber nach jeder beliebigen Richtung parallel 
mit seiner anfanglichen Lage fortbewegt werden, so 
ergeben sich auf gleiche Art: ^ = 0, ^=0, C = 0, 
^s Bedingungen des Gleichgewichts. 



Zweites Kapitel. 

Tom Gleichgewichte bei einer beliebi- 
gen Anzahl mit einander verbundener 

Körper. 

§. 205. 

Durch die im vorigen Kapitel entwickelte Theorie 
des Gleichgewichts zwischen Kräften, welche auf zwei 
mit einander Terbundene Körper wirken, sind wir ge- 
nugsam vorbereitet, um sogleich zur Untersuchung der 
Bedingungen des Gleichgewichts in dem ganz allge- 
meinen Falle übergehen zu können, weun eine belie- 
bige Anzahl mit einander verbundener Körper der Wir- 
kung von Kräften unterworfen ist. Folgende Betrach- 
.tungen welrden uns zu diesen Bedingungen hinführen. 

1) Denken wir uns ein System von mehr als zwei 
Körpern a, ^, c, «T,«.., von denen jeder, wie wir fürs 
erste annehmen wollen, frei beweglich ist und mit ei- 
nem oder mehreren oder auch allen übrigen, sej es in 
einem oder in mehreren Punkten , zusammentrifft Meh- 
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rerer Gleichförmigkeit vregen wollen vfir die Körper 
nnr durch gegenseitiges Berühren ihrer Flächen mit 
einander verbanden annehmen, als worauf sich nach 
§. 198; alle übrigen Arten des ZusammeotrefFens zu- 
rückführen lassen* Endlich sollen an zwei, oder meh- 
rern, oder allen Körpern Kräfte angebracht und soll 
das Ganze im Gleichgewichte seyn. 

2) Man bringe an den Stellen, in denen einer der 
Körper, a, die andern ^, c^..« berührt, zwischen ihm 
und den andern Körpern Zwischenpunkte A^ A^ A\^. 
an (§• 194.), lasse diese unbeweglich werden und ent- 
ferne hieraul^ den Körper a. Das Gleichgewicht wird 
dadurch nicht Terloren gehen, 'da durch die unbeweg- 
lich angenommenen Zwischonpunkte aller Einfluss tob 
a auf d, ^9«**) und umgekehrt, aufgehoben ist, 

3) Sej b einer der von a berührten Körper und 
A einer der zwischen a und b gesetzten Zwisohen- 
pnnkte. Nach Wegnahme von a lasse man A in der 
Fläche von b beweglich "werden. Geht hierdurch das 
Gleichgewicht verloren, so muss es möglich sejn, an 
A eine das Gleichgewicht wieder herstellende Kraft P 
anzubringen (§. 190. III.) 9 und diese Kraft muss auf 
der Fläche von b normal seyn, indem sonst, wenn b 
unbeweglich gesetzt würde, A auf b nicht 'in Ruhe 
bleiben könnte ( §• 192. a. ). Auch kann man die Kraft 
P an der Fläche von b selbst, da, wo sich ^befindet, 
anbringen und sodann den Zwischenpnnkt A^ als über- 
flüssig, wegnehmen« 

4) Man entferne demnach den unbeweglichen Zwi- 
sohenpunkt A und setze, wo nöthig, statt desselben 
eine auf b normale das Gleichgewicht herstellende 
Kraft P. Auf gleiche Weise entferne man nach und 
nach alle übrigei) Zwischenpunkte Jl^ A'\*.. und bringe 
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statt ihrer an den Flächen von b^ ^^•••^ wo sie sioh be- 
fanden^ d. i. an den Berührungspunkten dieser Flächen 
mit a, die snr Erhaltung des Gleichgewichts nöthigen 
auf den Flächen normalen Kräfte F'y P'\... an. 

5) Somit sind jetzt an dem Systeme von b^ Oy..% 
,die ursprünglich auf diese Körper wirkenden Kräfte 

mit den hinzugefügten, Py P'^... im Gleichgewichte. 
Da nun bei dem Systeme sämmtlicher Körper 0, b^ Cj ... 
die ursprünglichen Kräfte an b^ o^... mit den Kräften 
an a im Gleichgewichte sind, so sind die Ejräfte an a 
mit P, P'j... gleichwirkend, und es muss a für sich 
ins Gleichgewicht kommen, wenn an ihm noch die 
Kräfte P, P\ * . • , nach entgegengesetzten Richtungen ge- 
nommen, angebracht werden. Dies liefert uns folgendes 
Resultat! 

Sind Kräfte, welche auf ein System sich berüh- 
render frei beweglicher Körper a^ b^ er,... wirken, im 
Gleichgewichte, so ist es möglich, an den Stellen, in 
denen irgend einer der Körper, a^ die übrigen £, Oy.^. 
berührt, Gegenkräfte (§• 195.) von solcher Intensität 
anzubringen, dass sowohl der Körper a für sich, als 
das System der einander berührenden Körper by c,... 
für sieb, in den Zustand des Gleichgewichts kommt 

6) Man bringe nun an dem Systeme von a^b^v^dy^y 
wie es ursprünglich gegeben war, diese Gegenkräfte 
wirklich an. Wegen des Gleichgewichts, welches hier- 
durch das System von ^, r, J, ••• für sich erlangt, kann 
man gleicher Weise, an den Berührungsstellen eines 
dieser Körper b mit den übrigen c, J,... solche Ge- 
genkräfte hinzufügen, dass nächst a noch b für sich 
und das System von c, </,..• für sich im Gleich- 
gewichte sind. Durch Wiederholung desselben Ver- 
fahrens an dem Systeme von c, «f, • . . kann man 
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68 ferner bewirken, dass ausser a und b noch c fpr 
sich und ,das System der noch übrigen Körper d^... 
für sich ins Gleichgewicht kommen, und kann diese 
Operation so lange fortsetzen, bis jeder Körpi&r des 
anfänglichen Systems einzeln . im Gleichgewichte ist 
Alsdann sind nach und nach an allen Stellen, in denen 
zwei Körper des Systems sich berühren, und wo es 
nach 3) für nöthig zu erachten war , Gegenkräfte hin- 
zugesetzt worden, und man hat somit folgende, der in 
§• 196. für nur zwei Kdrpeir erhaltei^n ganz analoge, 
Bedingung für das Gleichgewicht des Systems gefunden: 

Sollen Kräfte, welche auf ein System einander 
berührender und an sich frei beweglicher Körper wir- 
ken, einander das Gleichgewicht halten, so muss es 
möglich seyn, an den Berührungsstellen der Körper 
Gegenkräfte von solcher Intensität anzubringen, dass 
an jedem Körper besonders die ursprünglichen Kräfte 
mit den an ihm angebrachten im Gleichgewichte sind. 

Dass diese nothwendige Bedingung des Gleichge- 
wichts auch stets hinreichend ist, wird eben so, wie 
im §* 196. bewiesen. Lassen sich nämlich an dem Sy- 
steme der einander berührenden Körper solche Gegen- 
kräfte hinznfügen, dass jeder einzelne Körper ins Gleich- 
gewidit kommt, und somit auch das ganze System 
im Gleichgewichte ist, so muss das System auch 
ohne Anbringung von Gegenkräften im Gleichgewichte 
seyn, da je zwei zusammengehörige Gegenkräfte für 
sich im Gleichgewichte sind, und daher jedes dieser 
Paare ohne Störung des Gleichgewichts des Systems 
wieder entfernt werden kann. . 

f. 206. 
Nachträgliche Bemerkungen, a. Nachdem bei 
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den BerührüDgsstellen von a mit 6y c... unbeweg- 
liche Zwischenpunkte AjA\..^ eingeschoben^ der Kör- 
per a abgesondert und hierauf A in der Fläche von 6 
beweglich angenommen worden war, wurde im Falle, 
dass durch die Beweglichkeit, von A das Gleichgewicht 
verloren gieng, an A eine auf b normale, das Gleich- 
gewicht wieder herstellende Kraft P angebracht 

Geht das Gleichgewicht dadurch, dass man A be- 
weglich macht, nicht verloren, so können ^wei Fälle 
eintreten. Denn entweder sind die noch übrigen unbe- 
weglichen Punkte A\ A'\... in solcher Anzahl und 
Lage vorhanden, dass keine auch noch i^o grosse an 
A angebrachte und auf 6 normal gerichtete Kraft Be- 
wegung hervorbringen kann ; oder es ist jede auch noch 
so geringe Intensität dieser Kraft vermögend, das' be- 
stehende Gleichgewicht aufzuheben. Letzterer Fall er- 
eignet sich z. B. dann, wenn a nur einen der übrigen 
Körper berührt, und wenn die auf a ursprünglich wir- 
kenden Kräfte für sich, also auch die ursprünglichen 
Kräfte an ^, r,... unter einander, im Gleichgewichte 
sind. 

Im letztern Falle ist daher die an A anzubringende 
Kraft nothwendiger Weise = 0; dagegen kann mau 
im erstem an A eine Kraft P von beliebiger Intensi- 
tät setzen, und eben so ist es möglich, dass noch an 

• 

einigen der übrigen Zwischenpunkte A\ ^'^.•., nach- 
dem sie in den Flächen, welche sie berühren, beweg- 
lich gemacht worden, normale Kräfte P'^ P^y... von 
willkührlicher Intensität angebracht werden können. 

Statt also nach dem vor. §• an denjenigen unter 
den Punkten A^ A\ • • . , durch deren Beweglichmachung 
das Gleichgewicht noch nicht verloren geht, keine Kräfte' 
anzubringen, kann man, grösserer Allgemeinheit wil- 
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len, jedooh mit Ausnahme des letztern der oben ge- 
dachten zwei Fälle, normale Kräfte P^ P\.^. yon wiU- 
kührlicher Intensität auf sie nvirken lassen und faior- 
nach die zur Erhaltung des Gleichgewichts nethigen. 
Intensitäten der. Kräfte an den ^ooh übrigen Punkten 
bestimmen., jBringtman hierauf sämmtliche Kräfte P^ Py**: 
an den Flächen von d, c,.«, selbst, und an dem wieder hin- 
zugefügten Körper ij^ die dtrect entgegengesetzten. «rP^ 
— P\.,* an. so wird nunmehr eben so, wie vorhin, so- 
wohl a, als das System, i^pn b^ Cy.,.j jedes für sich,; 
im Gleichgewichte erhalten. Auf jgleiche Weise kann 
man auch hinsichtlich der an £ und c, dy... anzubrin- 
genden Gegenkräfte zu. Werfte gehen u. s, w. Die 
daraus zuletzt sich ergebende Bedingung für das Gleich- 
gewicht des ganzen Systems aber ist mit der im Tor. §• 
ausgesprochenen einerlei. 

6. In Nr. 4. des vor. f. wurde gezeigt, wie nach 
Wegnahme irgend eines der Körper, a, von den übri- 
gen 6y Cy... diese übrigen ein Systeip bilden, welches 
durch Anbringung der Kräfte P^ P'^... für sich ins 
Gleichgewicht kommt Es kann aber auch geschehen, 
dasB die nach Wegnahme von a übrig bleibenden I^ör- 
per^ statt eines, zwei oder mehrere Systeme ausma- 
chen, welche vorher durch a zu einem einzigen verei- 
nigt waren. ^ Die Bündigkeit der nachfolgenden Schlüsse 
wird hierdurch keineswegs beeinträchtigt. Denn eben, 
so, wie vorhin^ wird auch in diesen Fällen das Gleich- 
gewicht bei jedem der einzelnen Systeme, welche nach 
Wegnahme von a entstehen, durch die unbeweglichen 
Punkte Ay Jt^.*. und nach Absonderung dieser Punkte 
durch die normalen Kräfte P^ P\... erhalten: an a 
selbst aber werden gleichfalls, wie vorhin, die ursprüng- 
liohen Kräfte mit — P, — P\ • . • im Gleichgewichte seyn. 
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§. 207. 

In (dem* Bisherigen wnrdc jeder K5rper des Systems 
als frei beweglich aDgenommen, * Setzen Wh* jetzt, der 
in §. 205. betrachtete Körpirr a fiej unbeweglich, trad 
somit jeder der übrigen nur innierhalb gewisser Crren- 
zcn beweglich, so erhellet eben so, wie dort, dass, 
wenn das System im Gleichgewichte ist, sich in den 
BernhrtHrgspnnkten von a mit den übrigen Körpern 6, 
tf,V.. normale Kräfte*/*, f ,... an i, c, ..', anbringen 
lasi^cn; so dass diese Körper auch nach Wegnahtne 
von a TU Ruhe bleiben. ' Ein'^Gleiches gilt, "wenn m'eh- 
rere Körper des Systems unbeweglich angenommen 
werden; auch kann man mehrere unbewegliche Körper 
immer als Theile eines ^ einzigen' unbeweglichen betrach- 
ten. Da nun die Kräfte — '/*, -r-P^^..., an dem un- 
beweglichen a angebracht, von keiner Wirkung sind,- 
so findet die in §. 205. erhaltene nothwendige Bedin- 
gung des Gleichgewichts a*n6h bei der Unbcweglicfakeit 
eines oder Mehrerer Köi*pcr des Systems völlige An- 
wendung; und eben '80, wie zu Ende jenes ^., wird 
auch filr gegenwärtigen Fall bewiesen, dass diese noth- 
wendige Bedingung zugleicli hinreichend ist. 

JHäg aho jeder Körper des Systems an sich frH 
hewegheh^ oder mögen einer oder etüeie derselben 
unbeweglich seyn^ mögen' sie femer ^ wie bisher an- 
genommen wurde^ durch gegenseüigß Berührung 
ihrer Flächen xusammenhängen^ oder auf eine der 
andern in §« 198. bemerkten Arten mit einander ver^ 
bunden seyn ($. 205. 1.), so besteht immer die noth- 
'Händige und hinreichende Bedingung des Gleichge- 
wichts in der Möglichkeit^ in den Begegnungspunk- 
ten der Körper Gegenkräfte (^ 199.) von solcher 
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fniensität anzudringen, dass jeder bewegliehe Kor- 
per für sich ins Gleichgewicht kommt.] 

Endlich ist noob zu benierken, dass auch hier, ^e 
in §• 200.9 die degenkräfte, wenn sie völlig bestimmte ,i 

Werthe haben, die Presspngen ausdrücken, ^letohe -die 
Kerper in den ßegcgnungspnnkten anf einander ausüben. 

Gleichung der virtuellen GesebwiBdigkeiten 'bei 
mit einander verbundenen Körpern. 

§. 208. 

In dem ersten Theile der Stalik (§• 178.) ist be* 
wiesen worden, dass, wenn Kräfte, die auf einen frei 
beweglichen Körper wirken, im Gleichgewichte sind, 
bei einer unendlich kleinen Yerrückung des Körpers 
die Summe der Produote aus jeder Kraft in die vir- 
tnelle Geschwindigkeit ihres Angriffspunktes jederzeit 
null ist. Wir wollen nun die eben entwickelte Bedin* 
gang für das Gleichgewicht mehrerer mit einander 
verbundener Körper zunächst dazu benutzen, dass wir 
zeigen, wie jenes Princip in völliger Allgemeinheit auch 
bei jedem dergleichen Systeme Anwendung findet. In 
dieser Absiebt werden wir die Gültigkeit des Prin* 
cips zuerst für zwei in dem Begegnungspunkte zweier 
Körper angebrachte und sich immer das Gleichgewicht 
haltende Gegenkräfte darthun. 

1) Seyen a und b zwei Körper, welche sich mit 
ihren Flächen in einem Punkte berühren. Heisse C 
(Fig. 51.) der Punkt des Raums, in welchem die Be- 
räbrnng statt findet, und A und i? seyen die zwei in 

C zusamroentreifenden Punkte in den Oberflächen der 

•• • 

Körper a und 6, die gemeinschaftliche Normale der 
beiden Flächen in dem Berührungspunkte C heisse c. 
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2) Werde Dun das System der beiden Körper um 
ein unendlich Weniges verrückt^ ohne dass sie sieh 
zu berühren aufhören (§. 189.)- Den Punkt des Rau- 
mes , in welchem jetzt die Berührung gedijhieht^ nenne 
man C\ und; die jetzige Normale in der Berührung 
sejT c\ Die . beiden Punkte A und B in den Oberflä- 
chen, welche vorher mit C zusammentrafen, werden 
jetzt nicht mehr, wenigstens nicht im Allgemeinen, mit 

C coincidiren, weil sich die eine Fläche an der an- 
dern zugleich verschoben haben kann« Sejen daher 
A' und If die Stellen des Raums, welche nunmehr die 
Punkte A und B der Oberflächen eionehmen. 

3) Weil hiernach A' und B' in den Flächen un- 
endlich nahe bei dem Berührungspunkte C der letz- 
tern nach der Yerrückung liegen, so ist der Winkel 
der Geraden A' B^ mit c' unendlich nahe ein rechter; 
und weil c^'mit c nur einen unendlich kleinen Winkel 
macht, so ist auch der Winkel von AB* mit c von 
einem rechten unendlich wenig verschieden. Sind folg- 
lich P und O die rechtwinkligen Projectionen von A* 
und B^ auf 0, so ist FG als vorschwindend oder null 
gegen Al B' und gegen die andern kleinen Grössen, wo- 
durch die Yerrückung bestimmt wird ^ zu betrachten. 

• 

4) Lassen wir nun auf die in C anfangs ooincidi- 
renden Punkte A und B der Körper, zwei einander 
gleichp Kräfte nach entgegengesetzten in die Normale c 
fallenden Richtungen wirken. Diese Kräfte, welche P und 
— Pheissen, halten sich nach §.195. das Gleichgewicht. 
Die virtuellen Geschwindigkeiten ihrer Angriffspunkte, 
d. i. die Verrückungen AA \kVk^ BV dieser Punkte, 
projioirt auf die Richtungen der Kräfte , sind CF und 
CG\ folglich die Summe der Producte aus den Kräf- 



• N 



/ 



Gldcbgewicbt bei mehrern yerbnndeneii Körpern« 49 

ten in die Tirtnellen Geschwindigkeiten s=5 CF . P 

5) Hiermit ist das Prii^oip der Tirtnellen Gesoliwindig- 
keiten für das Gleichgewicht zweier bei der Fiächen- 
berfihmng anzubringenden Gegenkräfte erwiesen. Ganz 
anf ebeii.die Art wird es für zwei Gegenkräfte darge- 
than, die beim Zusammentreffen einer Fläche mit einer 
Linie oder mit einem Punkte, oder bei der Begegnung 
zweier Linien wirksam sind. Denn in allen diesen Fäl- 
len bat die Normallmie bei der Berührung^ als in wel- 
che die Richtungen der Gegenkräfte fallen, eine durch 
die Elemente der Berührung vollkommen bestimmte 
L^ge, und es wird wie vorhin gezeigt, dass die zwei 
anfänglich zusammenfallenden Punkte A und B nach 
einer unendlich kleinen Yerrückung in eine Lage kom- 
men, bei welcher ihre gegenseitige nach der Normal- 
linie geschätzte Entfernung von einer höhern Ordnung ist 

6) Was den Fi^ anlangt, wenn ein bestimmter 
Punkt B des einen Körpers in einer bestimmten Linie 
des andern beweglich ist, so heisse A der Punkt der 
Linie, wo sich ^ befindet Gelangen nun nach der 
Yerrückung beider Körper A nach A' und B nach R^ 
80 ist A'ff ein Element der Linie in ihrer zweiten 
Lage und steht daher auf der durch A' gelegten Nor- . 
malebehe dieser Linie y folglich auch auf der Nor- 
malebene durch den Punkt A der I^inie in ihrer er-^ 
sten Lage, unendlich nahe rechtwinklig^ und die recht- 
winklige Projection von A! B^ auf jede in dieser letz- 
tern Normalebene durch A gezogene Gerade ist von 
der zweiten, oder einer hohem Ordnung« Da nun von 
zwei auf A und B wirkenden Gegenkräften die Rich- 
tungen inuner in irgend einer der durch A auf die 
Curve zu setzenden Normallinien liegen müssen, so ist 

n. 4 
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auch in diesem Falle die Projectioii von A' B auf die 
Richtung der Gegenkräfte jederzeit von einer hohem 
Ordnung, als der ersten, voraus lias Uebrige, wie in 

♦), folgt. 

7) Sind endlich A und B zwei nnzertrennlidie 
Punkte zweier Körper, so coinoidireo nach der Yerr 
rückung auch A' und ff. Welches daher auch die 
ohne Weiteres hier noch unbestimmt bleibende lUeh- 
tung der Gegenkräfte seyn mag, so fallen die Pro- 
jectionen von A und B auf diese Richtung immer 'zu- 
sammen, und das Princip ist folglich auch hier gfiltig. 



«.209. 

Seyen wiederum zwei an sich frei bewegliche K§rw 
pei^ « und b in einem Punkte mit einander verbnaden; 
treffe daselbst der Punkt A von a mit dem Punkte B 
von b zusammen, und die Art der Verbindung sej ir^ 
gend eine der vorhin aufgezählten. Auf die Punkte 
A^^ Ar^^... des a wirken die Kräfte P^^ /^v '^^ 
auf die Punkte B^^ ^2 > • • • ^^^ ^ ^'^ Kräfte 0^ , Q^^ . . • 
und das System beider Körper sey- im Gleichgewichte. 
Seyen, wie hierzu erfordert wird, P ui^d Q, die zwei in 
A und B anzubringenden Gegenkräfte, so dass jedes 
der drei Systeme: P, P^, Z^,... 2) C, d, ö^,... 
3) P, $, fdr sich im Gleichgewichte ist. Wird nun der 
eine der beiden Körper beliebig, und der andere auf 
irgend eine Weise so verrückt, wie es seine Yerbin- 
dungsart mit dem erstem zulässt, und bezeichnen p, 
Pii Piy* 9y 9ij 9^29**- die dabei statt findenden vir- 
tuellen Geschwindigkeiten der Angriffspunkte Ay Ayy 
^29*** ^> -^19 ^2 9* •• ^^ ist nach §. 178. 
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JP^ + P,Pi +P2P2 +...«0, 

und 0=Pp + Öy, 

weil Q=^ — Py und nach Tor. §• für jede Yerbindimgs- 
art p = f ist Addirt man aber diese drei GleichnngeD) 
80 kommt: 

P1P1 + P2P2 + — + Öl iri+ 02 5^2 + . -=0, 

wodurch die Riehtigkeit des Princips fiir zwei sich in 
einem Punkte begegnende Körper bewiesen ist 

Sind zwei oder mebrerePunkteu^, ^^..des einen 
Körpers mit eben so vielen By B^^... des andern auf 
irgend eine Weise verbunden, A mit B^ jt mit B^^ etc. 
und sind resp. Py JP^,... Q^ &%••• die an ihnen beim 
Gleichgewichte anzubringenden Gegenkräfte; p^ p\*** 
^, /,«.. aber die virtuellen Geschwindigkeiten der Punkte, 
80 fuhrt diiQ Bedingung, dass an jedem Körper die ur- 
sprünglichen Kräfte mit den hinzugesetzten GrOgenkräf- 
ten im Gleichgewichte sejn müssen, zu den zwei Glei- 
chungen: 

Pp + Pp' + ... + P^p, + P,P2 + ... = 0, 
«J^ + Öy+.- + Öiyi+«2y2+..- = 0. 

Aus gleichem Grunde, wie vorhin, ist nun auch 
hier I)» + Qf=sOy und eben so Pp*+ ^/ = 0, etc. 
und man gelangt daher durch Addition der beiden Glei- 
chungen zu derselben Gleichung der virtuellen Ge- 
schwindigkeiten , wie vorhin. 

. Ist einer der beiden Körper, z. B. d, unbeweglich, 
so sind f, /9*«» fj9 ^29*«* = 0* Hiermit wird die zweite 
jener Gleichungen von selbst erfüllt * Weil aber stets 
ps=zfy p'=:^'y etc. so sind auch py p%... = 0. Hier- 
durch reducirt »ch die erste Gleichang auf 

^i/^i +^2/^2 + -« = o. 



-* 
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und drückt somit das Pribcip der Tirtuellen Geschwin- 
digkeiten für die zuletzt gemachte Annahme aus. 

§. 210. 

Auf ganz ähnliche Art lässt sich die Gültigkeit des 
Princips auch für ein System von drei oder mehrem 
mit einander verbundenen frei beweglichen Körpern 
darthiin. Zuerst nämlich wird für jeden Körper beson- 
ders die Gleichupg der virtuellen Geschwindigkeiten für 
das Gleichgewicht zwischen den ursprünglich auf ihn 
wirkenden Kräften und den an ihm in den Begegnungs- 
punkten mit den übrigen Körpern anzubringenden Ge- 
genkräften (§• 207.) aufgestellt Man addirt hierauf 
alle diese Gleichungen, und weil je zwei zu derselben 
Begegnung gehörige Gegenkräfte für sich im Gleich- 
gewichte sind, so werden sich in der erhaltenen Summe 
je zwei Glieder, welche zwei zusammengehörige Ge- 
genkräfte enthalten, für sich aufheben, und mithin nur 
die von den ursprünglichen Kräften herrührenden Glie- 
der zurückbleiben. Die Summe dieser Glieder , d. h« 
die Summe der Prodiicte aus jeder ursprünglichen Kraft 
in die virtuelle Geschwindigkeit ihres Angriffspunktes, 
wird folglich auch hier null seyn. 

Sind unter den Körpern des Systems einer oder 
etliche unbeweglich, so ändert sich der Gang des eben 
angedeuteten Beweises nur dahin ab, dass man bloss 
für die beweglichen Körper Gleichungen aufstellt^ und 
in diesen Gleichungen die Glieder weglässt, welche die 
Gegenkräfte enthalten, die an den beweglichen Kör» 
pem bei den Begegnungsstellen mit den unbeweglichen 
anzubringen sind^ .indem, wie schon im vorigen §• be- 
merkt worden, •&' diesen Stellen die * virtuellen Ge- 
schwindigkeiten jederzeit null sind. In der Summe al- 
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1er Gleichungen heben sich dann die von de» Begeg- 
nungen je zweier beweglichen herrührenden Glieder 
eben so 9 wie vorhin , paarweise auf, und man kommt 
wiederum zu dem Resultate 9 dass die Summe der in 
ihre virtuellen Geschwindigkeiten multiplicirten Kräfte 
bei jeder möglichen unendlich kleinen Verrfickung des 
Systems null ist. 

. Hiermit ist das Princip für alle möglichen Arten 
bewiesen, nach denen Körper in beliebiger Anzahl 
durch unmittelbare Begegnung mit einander verbunden 
sejn können. Selbst biegsame Linien oder Fäden und 
biegsame Flächen sind davon nicht ausgeschfossen, da 
man eine dergleichen Linie oder Fläche als ein System 
unendlich {kleiner unbiegsamer mit einander verbunde- 
ner Körper betrachten kann. 

%. 211. 

Es ist noch übrig, den umgekehrten Satz zu be- 
weben, dass, wenn bei jeder, der Yerbindungsweise 
der Körper nicht widerstreitenden, Yerrückung die Glei- 
chung der virtuellen Geschwindigkeiten erfüllt wird, 
die Kräfte im Gleichgewichte sind.- Dieser Beweis 
kann nach Laplace ^) und Poisson ^^) also geführt 
werden. 

Wäre bei jeder möglichen Yerrückung des Systems. 
PxP\ +!^2/'2 +•••== 0> fände aber demungeachtet Be- 
wegung statt und fingen dieser zufolge die Angriffspunkte 
JFi, A^f ... sich nach den* Richtungen A^ B^^ A^B^^^^. 
zn bewegen an, so müsste es möglich seyn, nach 
den entgegengesetzten Richtungen B^ A^^ B^ Ar^^,.. 



*) Mdcaniqae Celeste, Üvre I. diap. ffl; '^* 

**)- Trait^ de mecanique« sec. ^dit. toine I. Nr«. 3d6« 
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Kräfte von passc/nden Intensitäten Qu 629 ••• ^^ 
Aiy A^^... ^zubringen, wodurch diese Bewegun- 
gen aufgehoben und Gleichgewicht herbeigeführt würde. 
Bezeichnen daher ^1, 9^2» ••• ^i^ bei irgend einer 
Yerrückung des Systems na<A den Richtungen von Q^^ 
^2>*** geschätzten Wege von A^^ A^y^^ so mfisste, 
wegen des Gleichgewichts zwischen Piy* und Qiy»j 

PiPx + ^2/^2 + • + öl J^i + «a 0^2 + . .• ==0 

seyn, mithin auch wegen der vorausgesetzten Glei- 
chung: 

Dieses ist aber nicht möglich. ' Denn wählen wir 
zu den unendlich kleinen Yerrückungen von^f^^ A^^^. 
die Linien selbst , welche diese Punkte nach den Rich- 
tungen Ai Biy A2 Br^... wegen des nicht statt finden- 
den Gleichgewichts im ersten Zeitelemente beschreiben 
sollen, 80 sind die virtuellen Geschwindigkeiten f^ufzy» 
mit diesen Linien identisch und haben direot entgegen- 
gesetzte Richtungen von Q^y Qiy* Mithin wäre dann 
jedes derProducte^i^i) Q29ty* negativ, oderdooh 
ein Theil derselben negativ, und die übrigen null, je 
naohdem entweder alle Angriffspunkte, oder nur etliche 
derselben sich zu bewegen anfingen. Die Summe die- 
ser Producte könnte folglich nicht null seyn. 

So einfach dieser Beweis auch ist, so scheint er 
mir doch in der Statik nicht wohl zulässig, indem der 
dabei gleich Anfangs zu Hülfe genommene Satz erst 
in der Dynamik volle Evidenz erhalten kann, wo nicht 
bloss Kräfte und deren Angriffspunkte, sondern auch 
die von den erstem hervorgebrachten Geschwindigkei- 
ten der letztem in Betracht kommen« Es dürfte daher 
nicht überflüssig seyn, wenn ich einen Beweis hinzu- 
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fiige^ der, wenn gleich weniger einfüdi) doch dieses 
für sich bat, dass er bloss auf den bisher angewende- 
ten Grundsätzen beruht. 

§.212. 

Man denke sich ein System von n beweglichen 
Körpern a, 6^ c>.«., die mit einander und, wenn man 
will, noch mit andern unbeweglichen Körpern auf belie- 
bige Weise verbunden sind. Auf diese Körper wirken 
die Kräfte: P|, ^2>*** ^o ^2>«*»^i9 A2,**. und 
/*! > P2J*** 9i9 fz*** ^19 ^zy* sejen die virtuellen 
Geschwindigkeiten der Angriffspunkte der Kräfte« . Von 
diesem Systenie wollen wir nun der Reihe nach foU 
gende Sätse beweisien: 

I« Wirken nur auf einen Körper a des Systems 
Kräfte Pi, P%9*** ^^'^ ist SP^p^ =8 0, so herrscht 
Gleichgewicht. 

Beweis. Die Kräfte jPi, P^y* sind entweder 
ftir sich im Gleichgewichte, d. h, auch dann noch, wenn u 
von den übrigen Körpern des Systems isolirt wird; oder 
sie lassen sich auf eine Kraft jP, oder auf zwei nicht 
weiter reducirbaTO Kräfte P, Q zurückführen« 

Im ersten Falle ist der zu erweisende Satz für 
sich klar. 

Im zweiten Falle ^at man bei jeder möglichen 
Verrückung des Körpers a, wenn er ganz frei ist 
(§• 178«), und folglich auch, wenn er durch unbeweg- 
liche Körper an seiner Beweglichkeit zum Theil ge- 
hindert ist: SP^pi:s=:Ppy folglich /?==0; d, h. der 
Angriffspunkt ji der Kraft P, — ein Punkt des Kör- 
peris a, — ist entweder unbeweglich, oder in einer un- 
bew^lichen, auf der Richtung von P normalen Linie 
oder Fläche beweglich. Die Kraft P kann folglich 



^ 



gg Zweiter Theil. Zweites KäpIteL 

niemals den Ponkt -^ (§• 192. a.)^ also auch niobt 
das System 9 in Bewegung setzen; mithin können es 
auch nicht die mit P gleich wirkenden P^, /'^ >••• 

Im dritten Falle ist 2P,p,::s^Pp+Qy, und daher 
Pp + Q^=:0. Man nehme den Angriffspunkt B der 
Kraft Q unlbeweglich an, so wird ^'^O, folglich auch 
jEi=0, d. h. die Kraft Py welche von den zweien P 
und Qy bei der angenommenen Unbeweglichkeit von 
B, allein noch thätijg seyn kann, vermag keine Bewe- 
gung zu erzeugen (vor. Fall). Es muss mithin mö^ 
Üch seyn, an B eine Kraft ^ anzubringen, welche, 
wenn B wieder beweglich gesetzt und Q weggelassen 
wird, der P das Gleichgewicht hält (§. 190. ID.)* 
Hiernach ist i> + ^/ = (§. 210.), folglich Qf 
— Q^^ = 0. Da nun Q und -— Q^ auf einen und den- 
selben Punkt B wirken und daher auf eine einzige Kraft 
reducirt werden können, so halten sie in Folge letzte- 
rer Gleichung einander das Gleichgewicht (vor. Fall) 3 
mithin sind auch P, ^, Q, — Q^^ d. i. P und ^, also 
auch die damit gleich wirkenden P^^ Pz^*** 1™ Gleich- 
gewichte. 

IL Wenn auf zwei Körper a und S des Systems 
resp. die Kräfte P^, P^^^^^ nnd 0^, 0)9..* wirken, 
und 2PiPi + SQ^yi =:0 ist^ so herrscht Gleichge- 
wicht 

Beweis« Man nehme 6 unbeweglich an, so wer- 
den ^ij ^ij ... z=rOy und die Gleichung reducirt sich 
auf SIP^Pj^ =r 0; mithin findet dann Gleichgewicht statt 
(I). Setzt man hierauf 6 wieder beweglich, ohne je- 
doch die Kräfte Q^, Qjy« ^^f ^ wirken zu lassen, 
so muss es möglich seyn, an A eine oder zwei Kräfte 
Q und ^ anzubringen, wodurch das Gleichgewicht er- 
balten wird. Bei dem hinsichtlich seiner Beweglichkeit 
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nieder in den anfänglichen Zustand versetzten Systeme 
ist daher SP,p,+Qf+ (tf' = (§. 210.), folgUch 
auch SQi^i — Qy — ÖV = ®> woraus wir schliesseui 
dass die auf 6 wirkenden Kräfte Qi , .Q^ , • •• — Qy — ^ 
für sich im Gleichgewichte sind. Da es nun auch P^j 
P2y* Q9 Q^ Bn a und 6 sind, so können ^uch alle 
diese Kräfte in Vereinigung, d. i. P^y ^2V d, 
^2y»9 keine Bewegung des Systems hervorbringen. 
IIL Wenn auf drei Körper a, 6 und c des Systems 

die Kräfte /*o /'av» öi > Ö2V ^^^ ^i> Ä^,... 
wirken, und :SiJP, p, + SQ^ q^ + ^R^r^ =0 ist, so 
findet Gleichgewicht statt* 

Beweis. Man lasse c unbeweglich werden , so 
werden^ Ti, r2,... = 0, also -SP^/^^ +-SÖ1 5^1 =0^ 
imd das System ist nach Torigem Satzp im Gleichge*- 
wiohte. Giebt man hierauf dem c seine Beweglichkeit 
wieder, entfernt aber die ursprünglich auf c wirkenden 
Kräffce i?i, jß^»«**» ^^ ^^d nian das Gleichgewicht 
erhalten können, indem man an c zwei Kräfte R und 
R y oder auch nur eine, anbrmgt. Alsdann ist folg- 
lich bei jeder Yerriickung des Systems: ^P^p^ + ^Qj q^ 
+ Rr + R:f^ = Oy mithinJSÄ.r^— Ar— äV==0. Es 
müssen daher an c die Kräfte jß^, Rzj... — ^jß, — /T 
für sich im Gleichgewichte seyif. Hieraus aber folgt 
in Terbindung mit dem Gleichgewichte zwischen P^, 
•Pa,.*** 019 Qzy* ^9 ^ das zu erweisende Gleich- 
gewicht zwischen P^y P^y. Qu Ö2,*** Rif R^y* 

lY. Wirken auf mehrere oder alle Körper des Sy- 
stems EJräfte, und besteht zwischen diesen Kräften die 
Gleichung der virtuellen Geschwindigkeiten, so ist das 
Systeni im Gleichgewichte. 

Beweis. In L, IL und III. wurde dieser Satz für 
die speciellen Fälle dargethan^ wenn auf einen, zwei. 
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* 

oder drei Körper des Systems Kräfte wirken* Eben 
80 aber, wie dabei von einem Körper anf zwei^ und 
yon zweien aaf drei geschlossen wurdo^ so lässt sich 
von dreien auf Tier n. s. w. und zuletzt auf alle 
per des Systems ein Sofaluss machen. 



§. 213. 

Aus der Gleichung der virtuellen Geschwindigkei- 
ten , insofern sie für einen einzigen frei beweglichen 
Körper galt, wurden in f • 182. und §. 184. durch In- 
tegration zwei Functionen abgeleitet, deren jede beim 
Zustande des Gleichgewichts ihren grössten oder klein- 
sten Werth erreichte. Da nun, wie jetzt erwiesen wor- 
den, die Gleichung der yirtuellen Geschwindigkeiten 
auch auf jedes System mit einander verbundener Kör- 
per anwendbar ist, so werden die dort gefundenen 
Functionen auch gegenwärtig Maxima odei Minima 
seyn. 

Es tst dahery um nur der ersten dieser Fonctio- 
nen zu gedenken, bei jedem Systeme van Körpern^ 
welches im Zustande des Gleichf^ewic/Us sich befindet^ 
die Summe der Producte aus jeder Kraß; in die 
Entfernung ihres Angriffspunktes von einer nnbe- 
weglichen auf der Richtung der Kraft normalen Ebene 
(§. 176. Zus.), oder, was dasselbe ist, van einem un^ 
beweglichen in ihrer Richtung beliebig genommenen 
Punkte ein Maximum ader Minimum^ d. h. bei je 
zwei YerrückuDgen , von denen die eine nadi dem ent- 
gegengesetzten Sinne der andern geschieht, nimmt 
diese Summe zugleich ab oder zugleich zu. 

Wir sahen femer (ebend.), dassje nachdem diese 
Summe bei der Yerrüokung eines freien Körpei» aus 
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der Lage des Gleichgewichts als Maximum oder Mi- 
nimum sich darstellte^ die Kräfte den Körper entweder 
in seine anfangliche Lage zurückzubringen , oder noch 
weiter davon zu entfernen strebten , und wir nannten 
hiernach das Gleichgewicht im erstem Falle sicher, im 
letztem unsicher. Dieselbe Eigenschaft des Gleichge- 
wichts findet nun auch bei mehrern mit einander yer- 
bundenen Körpern statt Einen sehr elementaren Be- 
weis dieses Satzes, so wie des Prinoips der virtuellen 
Gesohwindigkeiten selbst, hat Lagrange gegeben ^), 
indem er^ von den einfachsten Eigenschaften des Gleich- 
gewichts an einem vollkommen biegsamen Faden aus- 
gehend, mit Hülfe eines solchen um Flaschenzüge ge- 
legten Fadens alle auf die Körper wirkenden Kräfte 
durch eine einzige vertreten lässt. Einen ähnlichen Be- 
weis enthält der folgende §. , nur dass hier ausser den 
Sätzen vom Gleichgewichte an einem Faden noch die 
Lehre vom Mittelpunkte paralleler Kräfte zu Hülfe ge- 
nommen worden ist. 

Auf die Punkte uäy u^', .4'%... (Fig. 52.) eines 
oder mehrerer auf irgend eine Weise mit einander ver- 
bundener Körper wirken die Kräfte P, /^, /^v«* i^aoh 
den Richtungen^/; jiF\ -4jP'',.-*> »<> dass F^ F\... 
beliebig in den Richtungen genommene Punkte sind. 
Statt nun die Kräfte auf Jf , ^^, ... unmittelbar wirken 
zu lassen, wollen wir in jP, jP^,.*. unendlich kleine un- 
bewegliche Ringe anbringen, an den beweglichen Punk- 
ten ui, u^V** Fäden anknüpfen, diese resp. durch die 



*) Ltgratige M^canique analjüque, noay. ^it tome I. page 23 
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Ringe in Fy F'... leiten und an den andern Enden 
Oy 6\... der Fäden die Kräfte /*, P\... nadi den 
Tertiealen Richtungen FO^ F'G\...y als angehängte 
Gewichte, wirken lassen. Denn es wird späterhin be- 
wiesen werden, dass somit die Punkte A^ JC^**.. eben 
so getrieben werden, als ob an ihnen selbst dieEJräfle 
P^ P\... nach den Richtungen jiF, J!F\ « • • angebracht 
wären. Uebrigens «ollen die Punkte &, 0\.^% in ei- 
ner horizontalen Ebene enthalten sejn, so dass, wenn 
sie sich um ein unendlich Weniges in verticaler Rich- 
tung auf- oder niederwärts bewegen^ ihre gegenseiti- 
gen Abstände 6G\... b\» constant bleibend angesehen 
werden k(>n9en. 

Statt aber in Q und O' die Gewichte P und I^ 
anzuhängen, kann man auch 6 und O^ durch eine 
steife gerade Linie verbinden und in dem Punkte H 
derselben, welcher der Schwerpunkt von Pund P' ist, 
ein einziges Gewicht Qz=:P+P^ anbringen. Man thue 
dieses, verbinde hierauf eben so die Punkte ff und 
G'^ durch eine steife Gerade und substituire in dem 
Punkte / dieser Geraden, welcher der Schwerpunkt 
der in JH und G'^ befindlichen Gewichte Q und P" ist, 
statt dieser. Gewichte, also statt P^ P' und P" ^ ein 
einziges A = Q + P\ Man ersetze ferner die Gewichte 
R und P'" durch ein Gewicht 8 im Punkte JST, wel- 
cher in einer von / bis G'" zu legenden steifen Ge- 
raden der Schwerpunkt vou R und P'^' ist; und auf 
diese Art fahre man fort, bis man zuletzt auf ein Ge- 
wicht P^ gekommen, welches im Schwerpunkte G^ al- 
ler ursprünglichen P^P\ /^V** angebracht, die Stelle 
derselben zu vertreten im Stande ist. 

Findet nun zwischen den auf das System der Kör- 
per wirkenden Kräften P, P'.., Gleichgewicht statt, 
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nnd kann daher auch das mit ihnen gleichwirkende Ge*- 
moht Pi keine Bewegung hervorbringen, so wird, 
weno man das System auf irgend eine mit der gegen- 
seitigen Yerbindnng der Körper yerträgliche Weise 
um ein unendlioh Weniges verriiokt, das Gewicht P^ 
weder sinken^ noch steigen. Denn sinken kann es nichts 
weil es bei seinem Bestreben zu sinken die Yerrük- 
kung, welche sein Sinken zur Folge hätte, von selbst 
hervorbringen würde, was dem vorausgesetzten Gleich- 
gewichte widerstreitet. Das Gewicht kann aber auch nicht 
steigen, weil je zwei einander gerade entgegengesetzte 
Yerrückungen gleich gut möglich sind, und weil es 
bei einer Verrückung, die degenigen, bei welcher es 
steigt, entgegengesetzt ist, um eben so viel sinken 
würde, welches nach dem eben Bemerkten nicht mög- 
lich ist 

Die Tiefe des Gewichts P^ unter irgend einer über 
ihm liegenden horizontalen Ebene ist daher beim Gleich- 
gewichte im Allgemeinen entweder ein Maximum, oder 
ein Minimum, und zwar ersteres, wenn es, sobald das 
System nach demselben Sinne zu, oder nach dem ge- 
rade entgegengesetzten, noch weiter verrückt wird, zu 
steigen anfangt; letzteres, wenn es unter denselben 
Umständen ^u sinken begmnt Da es nun bei seinem 
fortwährenden Streben zu sinken im erstem Falle zu 
seiner anfänglichen grössten Tiefe wieder herabzukom- 
men und damit das System in seine anfängliche Lage 
zurückzubringen strebt, im letztern dagegen sich von 
seinem anfanglichen höchsten Stande und damit auch 
das System von der Lage des Gleichgewichts immer 
mehr zu entfernen sucht, so ist beim Maximum der 
Tiefe das Gleichgewicht sicher und beim Minimum un- 
sicher. 
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Setzen wir nim, dass durch eine onendliföh kleine 
TerruckuDg des Systems diePonkte A^A\... G^&^... 
B^ Z^*«. 6^1 nach a^ ol^..» g^ ^^••* hyiy» gi kom- 
men, so ist zuerst klar, dass, wenn die Punkte &, 
G',.\* durch keine steifen Linien G€f\ BG'\... mit 
einander rerbunden, und an ihnen unmittelhar die Ge- 
wichte P^P'^... angehängt wären, die unendlich klei- 
nen Bewegungen Ggj G'g\... yerVLcA ntjn vmiien. 
Dies werden sie aber auch noch dann seyn, wenn die 
steifen Linien dem Systeme hinzugefügt und statt der 
Gewichte JP, P',.*. ein einziges P^ gesetzt word^i« 
Denn durch dieses Gewicht werden die* Punkte G^ 
C, ••• mit denselben Kräften, wie durch die Ge- 
wichte P, P/...J niederwärts gezogen, und wegen 
dei^ rechten Winkel, welche die Fäden FGy F&^... 
mit den steifen VerbindungsIiDien machen, wird dureh 
diese Linien die rerticale Bewegung von &, G'y... 
Andit gehindert. Es sind demnach Gg^ G*g\.*. folg' 
Bch auch JBA^ //,••• nnd Gi gi selbst vertical. 

Femer leuchtet ein, dass eben so, wie G^ der 
Schwerpunkt der in G^ G\... angebrachten Gewichte 
Py P'y.., ist, g*! den Schwerpunkt derselben nach g^ 
^,... fortgerückten Gewichte abgiebt* Hiemach, und 
weil 6r, G\... in einer Ebene liegen, hat man (^.108.) 

2Gg\p= G,g, 2P=. G,g, .P,. 

Es ist aber AF+ FG = aF+Fgs=z der constant 
bleibenden Länge des an A befestigten Fadens, und 
daher Gg = Fg—FG = AF— aF^ folgüch 

2 (AF—aF)Pz=^ G,g,.P,. 

Nun ist offenbar AF — a-F= der Yerriickung Aa 
des Punktes A^ geschätzt nach der Richtung AF der 
auf JF wirkenden Kraft P^, = der virtuellen Geschwin- 
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digkeit von A^ imd da nach dem Torhin Erörterten 
beim ISleichgewichte das in G^ angehängte Gewicht 
/*! bei jeder Yerrücknng in Rahe bleibt, und daher 
€figiS3sO ist 9 80 ist mit letzterer Formel das Prinoip 
der Tirtnellen Geschwindigkeiten dargethan. 

Es lässt sich aber die Summe S{AF^aF) P^ = 
S{F0'^FA)P{^ 25.), auch betrachten als das In« 
orement yronSFA.Pj d*i. von der Summe derKräfte, 
nachdem jede derselben P in den Abstand ihres An- 
griffiipunktes'.^ von einem unbeweglichen in ihrer Rich- 
tung gelegenen Punkte F maltipUcirt worden« Das In- 
erement dieser Summe ist daher dem Incremente O^g^^ 
der Tiefe des Gewichts P^ proportional; und da über- 
dies beide Incremente einerlei Zeichen haben, so ist 
diese Summe mit der Tiefe von P^ zugleich ein Ma- 
ximum oder ein Minimum, und daher ersteres beim 
sichern, letzteres beim unsichern Gleichgewichte des 
Systems^ wie zu erweisen war. 



Drittes KapiteL 

Anwendung der vorhergehenden Theorie 

auf einige Beispiele. 

%. 215. 

Die Losung der allgemeinslen Aufgabe der Statik s 
die Bedingungen des Gleichgewichts bei einem Systeme 
mit einander verbundener Körper zu finden, kommt zu- 
folge des vorigen Kapitels auf die Bestimmung der 
Bedingungen hinaus, imter denen es möglich ist, Ge- 
genkräfte in den Verbindungspunid;en anzubringen, durch 
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welche jeder Körper des Systems für sieh ins Gleich- 
gewicht gebracht wird. Man sieht aber leicht, wie diese 
letztem Bedingungen, und damit auch die erstem, 
durch Hülfe der Analysia immer gefunden werden kön- 
nen. Nachdem man nämEch in den Yerbindungspunk- 
ten je zweier Körper zwei Gegenkräfte, als ihrer -In- 
tensität nach und auch wohl zum Theil oder ganz ih- 
rer Richtung nach unbekannte Kräfte, in Gedanken 
hinzugefiigt hat, stelle man für jeden einzelnen Körper 
die Bedingungsgleichungen des Gleichgewichts zwisdien 
den auf ihn unmittelbar wirkenden Kräften und den an 
ihm hinzugefügten Gegenkräften auf, eliminire aus die- 
sen Gleichungen die von den Gegenkräften herrühren- 
den unbekannten Grössen, und die somit hervorgehen- 
den Gleichungen werden die gesuchten Bedingungen 
für das Gleichgewicht des Systems darstellen. Nadi- 
folgende Beispiele werden dieses Verfahren in volles 
Licht setzen. 

§. 216. 

Aufgabe. Die Bedingungen des Gleichgewichts 
zwischen Kräften zu finden, welche auf vier Kugeln 
a, /9, yy d wirken, von denen sich a und ßy ß und y^ 
y und ij d und a berühren. 

Auflösung. Seyen jiy B^ C^ D (Fig. 53.) die 
Mittelpunkte von a, /?, y^ ^, pnd jP, 67, J7, / die vier 
Berührungspunkte in der gedachten Folge, so ist 4lI^==^ 
AF =s dem Halbmesser von a, BF = BO == dem 
Halbmesser von /?, u. s. w. Femer liegt F mit A und 
B in der gemeinschaftlichen Normale der Kugeln a 
imd ß bei ihrer Berühmog in F\ eben so geht die Ge- 
rade BC durch O und ist die Normale der sich vel.O 
berührenden ß und v, u. s. w. Die in i^ an a und ß 
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anzubringenden Gegenkräfte ^ oder die Pressungeo, 
wriohe a von ß imd ß von a inF erleiden, haben dem- 
nach die Richtungen FA und FB^ die Intensität jeder 
derselben sey a^ die als negativ zu betrachten ist, 
^enn die Richtungen den vorigen entgegengesetzt^ und 
daher AF und BF sind. Auf gleiche Art sey 6 die 
gemeinschaftliche Intensität der zwei in G an ß und y 
nach den Richtungen GB und GC anzubringenden 
Gegenkräfte. Dasselbe bedeuten e und d für die Be- 
rührungen in ß und /• 

An der Kugel a müssen nun die unmittelbar auf 
sie irirkenden Kräfte mit den Pressungen d und äy 
welche sie in / und F nach den Richtungen lA und 
FA erleidet, im Gleichgewichte seyn« Da aber diese 
Richtungen in A zusami^entreffen , so müssen auch 
die unmittelbaren Kräfte an a sich zu einer durch ^ge*' 
henden Kraft p zusammensetzen lassen. Diese Kraft 
p mnss wegen ihres Gleichgewichts mit d und a in der 
Ebene DAB enthaltea seyn, und es muss sich, 'wenn 
AP die Richtung derselben ist, verhalten [(§• 28. c.)i 
(a) diaip^mkPABtsinJDAPisinJDAB 

Aus gleichen Gründen müssen die drei Systeme 

der auf die Kugeln /?, y, J wirkenden Kräfte einfache 

Resultanten jr^ r, # haben, welche resp. durch Bj Cy D 

gehen und in den Ebenen ABC^ BCD^ CDA liegen, 

and es müssen, wenn BQ^ CRy DS die Richtungen 

derselben sind, die Proportionen erfüllt werden: 

{ßyaxbiq =mi(tB€.Ä\iAB(ti^\xiABC 

\i) bxeirz=imiRCDxw^BQRx%mBCI> 

(J) exdxM^wiSDAxwLVDSxmsLCDA. 

Nach Elimination von a, d, e, d folgt hieraus zuerst 
eine Bidingungsgleichung fiir die Richtungen der Kräftig 

n. 5 
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- sin PJB üiaQBC sän RCI> aiaSJ)A _^ 
'• wnDAP ' aiaJBa * amBCJt ' wa CDS~ ' 
VLüi sodann das gegenseitig« Yerhältnia» der Kräfte 

p und 9: 

„ sinD^^ Bia ABC 

und eben so durcli gehörigeii Yertausoheo der Buch- 
staben die Yerbältnisse f : r und r : «• 

Alles dieses zusauimengefasst| hat mau folgende 
vier Bedingungen des Gleichgewichts: 1) bei jeder der 
vier Kugeln müssen die auf sie wirkenden Kräfte eine 
durch der Kugel Mittelpunkt gehende Resultante ha- 
ben^ 2) jede dieser Resultanten muss mit den Mittel- 
punkten der zwei anliegenden Kugeln in einer Ebene 
enthalten se^n ; 3) zwischen den Richtungen der Resul- 
tanten muss noch die Relation I^ und 4) zwischen den 
Intensitäten derselben müssen die Verhältnisse II. be- 
stehen. 

*• 217. 

Z>usatze» a, bt eine der Tier Kugeby z^ B. dy 
unbewegKeh^ so kommt das partielle Gleichgewicht von 
i oieht mehr in Rücksicht. Von den vier Pt s^iortionen 
(«()•.• (^) »nd daher bloss £e dceierstenzu beachteiiy 
woraas sich die Vertiältnisse zwisidien /^ $r und r^ wie in 
IL ergehen^ die Badingungtgleichung L aber fällt vfeg. 
Auch lädst sich dann statt der Kngei Nirgend ein anderer^ 
die Kugeln a und / beruhrendery unbewee^her Kqb^ 
per setzen^, und die Berührnngspunkte mit demselben, 
/ und ffy können ^anch so liegen^ dass die Normalen 
AI und C£f sich nichl mehr ia einem Punkte IT* tref- 
fenw Begreiflich sind dann lutB und BGS dt« Ebe- 
nen, in weldie p und r fallen müsseiiy und eben m 
hat man in den Proportionen II. bei den Winkeln DABf 
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DAP B in / und bei RCD^ BCD D m H zn ver- 
wandelfl* 

6. Nimmt man zwA Kugeln S und y unbeweglioh 
an 9 oder berühren zwei bewegliche Kugeln a und ß 
überhaupt zwei unbewegliche Flächen, oder auch nur. 
eine, in / nnd 6^ sich selbst aber in Fy so müssen 
beim Gleichgewichte die auf a und ß wirkenden Kräfte 
p nnd jT resp. durch A und B gehen und in den Eher- 
nen lAB und ABO liegen, und es muss sich 2lufolge 
der Proportionen (a) und {ß) verhalten: 

An TAB sinABG 

f9— Bin JAP ' sin QBG ' 

§. 218. 

Aufgabe. Die Bedingungen des Gleichgewichts 
zwischen vier Kräften py ^, r, s zu finden, welche auf 
die Ecken eines Vierecks ABCD Wirken, dessen Sei- 
ten von unveränderlicher Länge, dessen Winkel aber 
veränderlich sind. 

Auflösung. Ein solches Viereck ist offenbar das 
von den Mittelpunkten der so eben betrachteten vier 
Kngeln gebildete, da bei den möglichen Veränderun- 
gen der gegenseitigen Lage der Kugeln die Winkel 
DABj ... im Allgemeinen sich ändern, die Seiten ABy ... 
aber constant bleiben, indem AB = der Summe der 
Halbmessei^ von a und /?, u. s. w. Die gesuchten Be- 
dingnngen des Gleichgewichts werden daher mit den 
vorhin für die Kräfte /',*•' gefundenen identisch seyn. 
Denn obschon zwischen den Seiten des Vierecks, wel- 
dies von den Mittelpunkten Ay...D der vier Kugeln 
gebildet wird, stets die Relation AB+ CD=BC + 
DA obwaltet, so begreift man doch leicht, dass* diese 

5* 
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Eigenthüinliohkeit anf die Bedingongea des Gleichge- 
wichts keinen Einfluss haben kann. 

Will man unabhängig von dem Gleichgewichte der 
Kngeln die jetzt vorgelegte Aufgabe lösen, so betrachte 
man das Viereck ABCD als ein System von 8 Stü- 
cken^ nämlich von 4 Punkten und 4 Linien: Aj AB^ 
By BCy Cy CDy Dy DA, die in der jetzt genannten 
Ordnung, jedes mit dem nächstfolgenden und das letzte 
mit dem ersten, verbunden sind. Die 4 Kräfte /»,^,r,« 
sind nun unmittelbar an den 4 Punkten A^ B^ C^ D 
angebracht, und auf die 4 Linien wirken daher bloss 
Pressungen, nämlich zwei auf die zwei Enden einer 
jeden« An jeder Linie müssen diese zwei Pressungen 
sich das Gleichgewicht halten und folglich einander 
gleich und direct entgegengesetzt sejn. Ist also a die 
Pressung, welche die Linie AB am Ende A nach der 
Richtung AB erfahrt, so wi^kt auf das andere Ende 
B eine Pressung a nach der Richtung BA. Gleicher 
Weise sey b jede der beiden Pressungen auf die En- 
den B und C von BC ^ und BC und CB seyen ihre 
Richtungen; u. s. w. 

Nachdem somit das Gleichgewicht der 4 Linien 
ausgedrückt worden, ist es noch übrig, das Gleichge- 
wicht jedes der 4 Punkte zu berücksichtigen. — Anf 
den mit den Linien DA und AB verbundenen Punkt 
A wirken nach dem Gesetze der Gegenkräfte zwei Pres- 
sungen d und a nach den Richtungen DA und BA^ 
und diese müssen im Gleichgewichte seyn mit der an 
demselben Punkte unmittelbar angebrachten Kraft p. 
Die Richtung von /?, welche AP sey, muss daher in 
die Ebene DAB fallen , und es [muss die o^ige Pro- 
portion (a) statt finden. Auf ähnliche Art verhält es 
sich mit dem Gleichgewichte der drei übrigen Punkte 
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Bj Cj D^ und man wird somit zu denselben Bedingun- 
gen des Gleiöhgewicbts des ganzen Systems, wie vor- 

bin, geführt. 

%. 219. 

Zusätze« a. Sind das Viereck ABCD und die 
resp. durch A^ B^ C gehenden und in den Ebenen 
DÄB^ ABCj BCD enthaltenen Richtungen AP^ BQ^ 
CR von py qy r willkührlich gegeben^ so kann man 
mittelst der Gleichung I. die in der Ebene CDA durch 
JD zu legende Richtung von «und mittelst der Pro- 
portionen IL die Verhältnisse zwischen den Intensitä- 
ten Ton py.*.s finden. 

. Dasselbe lässt istoh auch leicht durch Gonstruction 
bewerkstelligen. l>enn da am Punkte A die nach DA^ 
BAy AP wirkenden Kräfte d^ a^ p im Gleichgewichte 
sind, 60 kann man mit einer willkübrliqh angenomme- 
nen Intensität von p durch Gonstruction eines Parallelo- 
gramms (^..28. a.) die Intensitäten von d und a finden. 
Am Punkte B sind die Kräfte a, by q nach den Rich- 
tungen ABy CBj BQ im^ Gleichgewichte, und man er- 
hält daher mit der gefundenen Intensität von a durch 
Construotiou eines zweiten Parallelogramms die Intensi- 
täten von b und g. Auf gleiche Weise ergeben sich 
mit b am Punkte C die Intensitäten von c und r, und 
endlich am Punkte Ü^ wo die nach ihrer Intensität 
und Richtung nun bekannten c und d mit s das Gleich- 
gewicht halben 9 die Intensität und Richtung von «• 

b. Da die 4 Kräfte PyS auch dann noch im 
Gleichgewichte sind, wenn die Hieile des Systems, 
worauf sie wirken, ihre gegenseitige Lage nicht ändern 
können, so müssen* die Richtungen der Kräfte eine hy- 
perboloidisohe Lage gegen einander haben, so dass 
jede Gerade, welche drei derselben trifft, auch der 
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vierten begegnet (§• 99. a.). Hiermit lässt sieh aas 
den Richtungen APyBQ^ CR He Richtung DS^ ohne vor« 
her die Verhältnisse zwischen den Kräften /}, jr, r und 
den Pressungen a, bj Cy d bestimmt zu haben, folgen- 
dergestalt sehr einfach finden, — Man ziehe eine Ge- 
rade /, welche AP^ BQj CR zugleich schneidet, und sey 
S der Durchschnitt von / mit der Ebene CDA. Da 
nun / und s sich gleichfalls treffen müssen » und # in 
der Ebene CDA liegt, so ist DS die gesuchte Ridi- 
tung von s. 

Weil übrigens die Richtung der Kraft # durch die 
gegebenen Stücke nur auf Eine Weise bestimmt ist, 
so muss jede andere Gerade Fy welche den dreien ufP,^ 
BQy CR zugleich begegnet, die Ebene CDA in ei- 
nem Punkte der DS treffen. Dasselbe folgt auch leicht 
aus der Natur des hyperbolischen Hyperboloids« Eine 
solche Fläthe kann nämlich auf doppelte Weise durch 
Bewegung einer Geraden erzeugt werden (^. 90« a), 
so dass es zwei Systeihe von Geraden giebt, deren je- 
des die ganze Fläche erfüllt Jede Gerade folglich» 
welche drei Gerade des einen Systems trifft, schneidet 
auch alle übrigen Geraden desselben Systems und ge- 
hört zu den Geraden des andern Systems. Nun wird 
offenbar jede der drei Geraden ACy BDy l von jeder 
der 4 Geraden AP^ BQy CRy DS geschnitten. Nimmt 
man daher erstere drei als 3 Gerade des einen Systems, 
so gehören letztere vier zu dem andern Systeme. Jede 
andere Gerade Fy welche APy BQy CR zugleich schnei- 
det, gehört daher zum ersten Systeme und schneidet 
folglich auch die vierte Gerade DS des zweiten Systems, 
d. h. sie trifft die Ebene CDA in einem Punkte der DS. 

c. Seyen P und R die Punkte, in denen BD von 
den in den Ebenen DAB un^ BCD USgenden AP 
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und CR gesehuitten wird^ und eben so werde AC von 
BQ und DS in Q und S geschnitten. Da also die 
vier hjperboloidisch. gelegenen ufP, BQ^ CRy DS der 
AC in Ay Üy Cy 8 nnd der BD in P^ By Ry D be- 
gegnen^ soWerhSlt sidi {%. 102. (<?)): 

• ^ uf« AS PB PD BP BR 
^ QC'W^HR'Sr'^PD' im' 

d. iL AC wird rpn den Richtungeki der ^^ # nacli dem- 
selben Doppefverhältnisse, wie BD von den Richtun- 
gen der py r, getheilt Und auch hiermit kann man, 
wenn von den ftichtungen der Kräfte irgenci drei, also 
3 der 4 Punkte Py Qy Ry S gegeben sind, den vier- 
ten Punkt und damit die Richtung der vierten Kraft 
finden. —• IJebrigens ergiebt sich diese Proportion auch 
unmittelbar aus der Gleichung I. Denn es verhält sich: 

%^PA»i^^DAPz=^j^:^. 

AehaUoherweise kann man auch die übrigen Ver- 
hältnisse in L ausdrfioken, und wenn man alle diese 
Verhältnisse verbindet, so liommt man auf die Pro- /y* 

pertion W zitrfiek« 

Nach §♦ 102. hat man femer fiir das Ymrhältniss ' 
der Kräfte p und g% 

AP' BQr~ AC ' BD' 

Dasselbe Yerh&Itniss folgt auch aus den Propor- 
tionen II. Denn weil 

wnDABxAEkDAP^j^.^, 

und wiABCxm^aBC^^^x^y 
80 verhält sidi nadi II. 



» 



^A 



72 Zweiter Theil. Drittes Kapitel. 

„, BD, AP ACÜB 

^ übereinstimmend mit dem Vorigen, 

d. Die Bedingungen des GleichgeTiridiis zniisöben 
den Kräften p^n.M am Vierecl^e ABCD können, wie 
man leicht wahrnimmt , auch folgendergestalt ansge-^^ 
sprechen werden: 1) Hinsichtlich der Richtungen und 
Intensitäten der 4 Kräfte müssen dieselben Bedingun- 
gen erfüllt seyn, als wenn die Kräfte an einem (rinzi- 
gen Körper angebracht wären; insbesondere mnss da- 
her jede Gerade, welche 3 der 4 lUchtungen trifft, 
auch der vierten begegnen. 2) Zwei solcher Geraden 
müssen die swei Diagonalen des Tierecks seyn, und 
es müssen daher in der einen dieser. Geraden die An^ 
griffspunkte der ersten und dritten Kraft^ in der an- 
dern die der zweiten und vierten Kraft Uegen« 

Hat man also vier Kräfte p^y r, #, die sich an 
einem einzigen Körper das Gleichgewicht halten, so 
ziehe man zwei Gerade, deren jede dreien dieser Kräfte, 
und folglich auch immer der Herten, begegnet. Die 
«jk Begegnungspunkte der einen Geraden init Py ^y r^ m 

seyen resp. A^ Qy Cj Sy die der andern Geraden: P, 
By Ity JD. Man nehme nun die vier Kräfte in beliebi- 
ger Folge und wähle zu den Angriffspunkten der er- 
sten und dritten die Durchschnitte ihrer Richtungen mit 
der einen, und zu den Angriffspunkten der zweiten und 
vierten Kraft die Durchschnitte ihrer Richtungen mit 
der andern Geraden. Alsdann wird nicht allein bei voll- 
kommener gegenseitiger Cnbeweglichkeit der 4 Punkta 
Gleichgewicht statt finden, sondern auch dann noch, 
wenn man die Punkte in derselben Ordnung, in wel- 
cher man die auf sie wirkenden Kräfte genommen hat, 
jeden mit dem nächstfolgenden und den letzten mit dem 
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graten durch Gerade von anveränderlicher Länge ver- 
bindety die Winkel dieses Vierecks aber veränderlich 
seyn lässt. 

Anf solche Weise sind die Kräfte 'py q^ r^ i am 
Vierecke ABCD sowohl y als am Vierecke PQRSy die 
Kräfte p^ g^^yr an jedem der beiden Vierecke ABSR 
und PQDCy und die Kräfte py r, ^, # an den Vier- 
ecken JBQD und PCBS im Gleichgewichte. * 

^ §. 220. 

Eine nähere Betrachtung wollen wir noch dem spe- 
«aellen Falle widmen y wenn das Viereck ABCD ein 
ebenes ist Da alsdann die Ebenen DAByABCy etc., 
in welchen die Richtungen der Kräfte enthalten seyn 
müssen, mit der Ebene des Vierecks zusammenfallen, 
so müssen auch die Richtungen sämmtlicher Kräfte in 
dieser Ebene liegen. Die Gleichungen I. oder I^ 
für die Richtungen und die Verhältnisse II. oder II^ 
zwischen den Intensitäten der Kräfte bleiben unge- 
ändert. Indessen wird es ^ späterer Untersuchungen 
willen, nicht fiberflussig seyn, von diesen Formeln für 
den Fall, wenn das Viereck ein ebenes ist, nachste- 
hende Entwickelung noch beizufügen. 

Bezeichnen p, q, r, ^ die Winkel, welche die lUch- 
tungen der Kräfte /',••« mit einer in der Ebene belie- 
big gezogenen Linie oder Axe machen. Gleicher Weise 
seyen a, b, c, d die Winkel der Linien ABy BCy CD, 
DA mit jener Axe und a, 6y e, d die Pressungen, 
weldie dieselben Linien ABy . . • resp. in den Enden 
Ay B, Cy D nach den Richtungen ABy BCy... erlei- 
den, also — a, — 6y — e, — </ die Pressungen auf die 
andern Enden By Cy D^ A der Linien \ABy... nach 
denselben Richtungen ABy • • . . Anf den Punkt A wir- 
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ken demnach die Eüräfte p^ — a^ d naeh Richtmigei^ 
welche mit der Axe die Winkel p^ a, d machen, ohd 
man bat folglich, weil diese Kräfte sich an A das 
Gleichgewicht halten müssen^ die 2 Gleichungen {%. 41.) : 
p cosp — aoosa + ^cosdsssO, 
p sinp— -asina-|-€/8ind=sO; 
und wenn man daraus das eiuemal die Pressong d^ 
das anderemal die Pressung a eliminirt: 

p sin (p — d) — a sin (a — d) = 0, 

p sin (p — a) — c/sin (a— -d) = 0» 

Eben so bekommt man für das Gleichgewicht der 

Kräfte fy —6, a am Punkte B die zwei Gleichungen: 

^sin (q — a) — bwk (b— a) = 0, 

fsin(q— b) — asin (b— a) = 0, 

und gleicher Weise noch zwei Paare von Gleichungen 

fürs Gleichgewicht an C und D. Ans diesen 8 Glei» 

chungen sind nun die ^4 Pressungen a, b^ Cy d noch 

wegzusohalFen. Die Elimination von a giebt: 

pBJBJjf — d) ysin(q*— b) 

sin(a — d) sin(b<-^' 
und eben so findet sich nach Elimination von 6, Cy ds 

y8in( q — a^ _ rsin(r — c) rsin(r — b) ^ sin(8 — d) 

sin(b— a) sin(c — b)' sin(c — b) sin(d — c) 

#sin (s — c) /»sin ( p — a) 
8in(d — o) sin(a — d)' 

In diesen 4 Gleichungen sind also die gesuchten Been- 
gungen des Gleichgewichts enthalten, — ganz überein* 
l^timmend mit den oben gefundenen L und IL 

Sind an den Punkten Ay By Cy D ausser den Kräf- 
ten pyM noch resp. die Kräfte p\ /, f^y tf angebracht, 
welche mit der in dar Ebene gezogenen Axe die Win- 
kel \i^ v[ if ^ bilden, so hat man nur in vorigen Glei- 
dmngen statt p sinpi p cosp etc. twf.p sinp +p^mkf% 
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/>ODBp+/i'ao8p', eta. zn aetzen, nnd ea werdoa damit 
die 4 BedioguDgeo des Gleiebgewtohtsi 

p»in (p — i)+p'%m (p* — d) y ein (q — b) -(- y* «in (q'~ b) 

«in(a— d) ~~ 8iii(b — a) »*"* 

und auf fihnliohe Weise sind die Formeln umzubilden, 
wenn noob mehrere Kräfte an den Punkten ^j,./> an- 
gebracht seyn sollten. 1 

f. 321. 

Da die Formeln I. und II. auch fiir das ebene 
Viereck gelten, so miisseo auch bei diesem aus den 
willktibrlioh angenommeneD Riohtuogea dreier der 4 
Kräfte p,.,a die Richtung .der vierten und die Terhält. 
niase zwisoheu den Intensitäten bestimmt werden kfin- 
tfen. Die in $. 219. 6. gegebene graphische Methode, 
wenn bloss die Richtung der vierten Kraft gefunden 
werden soll, wird zwarjetztmtbrauohbarjindesBen läset 
tioh dafür eine andere substituiren, die hiuwiedemm 
then Bo wenig Anwendung findet, sobald das Viereck 
aiabt mehr in einer Ebene begriffen ist. 

Da nämlich am Punkte ji die Kräfte p, d, a nach 
den Richtungen AP^ DA^ BAy und am Punkte B die 
Kräfte f, 0, b nach den Richtungen BQ^ ABy CB im 
Gleichgewichte sind, so berrsoht auah swisohen sämmt- 
lioheo 6 Kräften, also auch, weil a und a sich gegen- 
Bwtig aufheben, zwischen />, g und den nach ÜA^ CB 
gerichteten </, b Gleichgewicht. Es moss folglich, so- 
bald wir uns die Theile des Vierecks als ein fest zu- 
sammenhängendes Ganzes' denken, die Resultante von 
p and y mit der Resultante der nach AD und BC 
gerichteten d und a identisch seyn. Diese gemeinsame 
Resoltante gebt mitlün durch den Schneidepunkt Hat 
fUohtongen von p und y, wuldiar T (1%. 53.*) eey, 
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nnd dnrob den Sdmeidepimkt X der Linien AD und 
BC. Da endlich py fr, r, # im Gleichgewichte sind, 
nnd daher die Resnltante von r und # der Resultante 
yon p und $r direct entgegengesetzt ist, so mnss auch 
der Durchschnitt U der Richtungen von r und # in die 
Gerade TX fallen. 

Sind demnach das ebene Viereck ABCD und die 
dnroh JF, ^, C gehenden und in der Ebene des Yier- 
eoks enthaltenen Richtungen der Kräfte p^ j^ r gege- 
ben , so verlängere man AD^ BC bis zu ihrem Durch- 
schnitte Xj und Pj f bis zu ihrem Durchschnitte T, 
siehe die Gerade TXy welche von ' r in 27 getroffen 
werde, und es wird DU üe gesudite Richtung von 9 
seyn« • ^ 

4.222. 

Zusätze, a. Eben so, wie bewiesen worden, dasa 
die Durchschnitte X von DA mit BC^ T von p mit 
fy U von r mit # in einer Geraden enthalten sind, so 
müssen auch die Durdisdmitte Y von AB mit CD^ 
V von 9 mit /r, W von $r mit r in einer Geraden lie- 
gen. Man. kann daher ans den gegebenen Richtungen 
von py f , r die Richtung von # auch dergestalt finden, 
dass man die damit und mit dem Vierecke gegebenen 
Punkte W und Y durch eine Gerade verbindet Wird 
diese €rerade von p vdl V geschnitten, so ist ZIJ^ die 
gesuchte Richtung von #• 

b. Von dem Vierecke UVTWy welches die vier 
Kräfte bilden, gehen demnach die Diagonalen TU 
und VW durch die Durchschnitte X und Y je zweier 
gegenüberstehender Seiten des Vierecks ABCD^ auf 
dessen Ecken die Kräfte wirken» Nädistdem folgt 
hieraus der geometrische Satz: 
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Wird um ein ebenes Viereck ABCD in seiner 
Ebene ein anderes UVTtV dergestalt beschrieben, 
dass die eine Diagonale TU des letztem durch den 
Durchschnitt X des einen Paars gegenüberliegen- 
der Seiten des erstem geht, so trifiFt auch die an- 
dere Diagonale VTV des letztern den Durchschnitt" 
Y des andern Paars gegenfiberliegender leiten des 
erstem. 
e. Eben so, wie in §• 219. d.y so sind auch hier, 
wo die Figur eben ist, am Vierecke PQ/ZjSi die Kräfte. 
Py 99 ^9 *9 ^^ Vierecke ABSR die Kräfte py ^, #, r 
u. 8. w. im Gleichgewichte. Der dort geführte Beweis 
ist zwar hie^ nicht mehr anwendbar, da er Vierecke, 
welche nicht eben sind, voraussetzt. Man kann sich 
aber von dem Gleichgewichte der jetzt ebenen Vielecke 
folgender Weise leicht überzeugen. — Die auch hier 
geltende Proportion I.^ giebt zu erkennen , dass die 
zwei Reihen von Punkten A^ Q, C, S und P, By iZ, D 
VBL eine solche Lage gegen einander gebracht werden 
kSnnen, bei welcher die vier Geraden APy QBy CR^ 
SD sich in einem Punkte schneiden^). Als nothwen- 
dige und hinreichende Bedingungen des Gleichgewichts 
zwischen den Kräften, welche auf die Ecken des ebenen 
Vierecks ABCD wirken, lassen sich daher folgende 
zwei angeben: 1) Die Kräfte müssen in der Ebene des 
Vierecks enthalten soyn und sich darin unter der An- 
nahme, dass die Gestalt des Vierecks unveränderlich 
ist, das Gleichgewicht halten. 2) Die zwei Diagona-, 
len des Vierecks müssen in eine solche Lage gegen 
einander gebracht werden können, dass die vier Gera- 
den sich in einem Punkte schneiden, welche die vier 
Punkte der einen Diagonale, in denen sie von den vier 
*) Steiner Systematt Entwickelaiig pag« 51« 
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Kräften getroCFen wird, mit den entsprecfaenden Punk- 
ten der andern yerbinden. 

Sind daher die &äfte py q^ r, % am Tiereeke 
ABCD im Gleichgewichte, so sind es auch die Kräfte 
Vj 9y ^9 ^ ^'^^ Vierecke ABSR. Denn von p^ ^, #, r 
wwden die Diagonalen AS nnd BA des letztem Vier- 
ecks resp. in A^ Q, Sy C und P, B^ D^ R getroffen. 
Dass aber diese zwei Reihen von Punkten in die ver- 
langte Lage sich bringen lassen, folgt aus dem vor- 
ausgesetzten Gleichgewichte am Vierecke ABCD. 

d. Da am Vierecke ABSR vier nadi APj BQ^ 
DSj CR gerichtete Kräfte im Gleichgewichte sejn 
koanen, so nrass nadi Am der Durchschnitt der zwei 
gegeaäberiiegenden Seiten RA und BSy oder der Punkt 
RA^BSy wie wir der Kurze willen den Durchschnitt 
zweier Linien bezeichnen wellen, mit den Punkten 
AP^BQ nnd RC* SD, d. L mit T und 17, in einw 
Creraden liegen, und eben so der Punkt AB * SR mit 
deo Punkten BQ^ SD nnd AP' RC in einer Geraden 
sejB. — Auf gleiche Art .liegt wegen des Gleiclige<^ 
wichts am Vierecke PORS der Punkt PSQRia der 
Geraden TU und der Punkt QP^RSIa der Geradea 
VfT. 

Man sieht, wie somit das Glei^gewicht der Vier- 
ecke PQRSy ABSRy etc. zur Entdeckung noch mdi- 
rerer Relationen der Figur Veranlassang giebt 



§. 223. 

Bei der uns jetzt beschäftigenden Aufgabe durften 
nodi folgende besondere Fälle dne Erwähnung ver- 
dienen. 

1) Wenn die anf B nnd D wirkenden Kräfte q 
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und # sich in einem Punkte dar Diagonale AC begeg- 
nen, und daher 8 mit (l zusammenfallt, so wird* 

AQ : QC^ASx SCj mitlün 
zufolge P. auch .... BPi PD ::^BR : RD\ - 

es fallen daher auch P und R zusammen. ^. h« die 
,anf A und C wirkendenKrSfte p und r «ohnei^en sich 
alsdann in einem Punkte der Diagonale BD. 

Dasselbe folgt, wenn das Viereck kein ebenes ist, 
sehen daraus, dass sich die Kräfte^ wie an einem ein- 
zigen Körper , das Gleiohgewioht halten müssen. Denn 
ftllt S mit Q zusammen, so haben # und f eine disreh 
4t gehende Resultante. Mithin müssen sich auch p 
und r zu einer, dieser Resultante gleichen und ettfge- 
gengesetzten Kraft yereinigen lassen, und folglieh in 
eiDe» Ebene liegen. Schneidet nun diese Ebene die 
Diagonale BD im Pankte jP, so sind, weil p und r 
resp. in den- Ebenen DAR und RCD liegen müssen, 
AP und CP die Richtungen von p und r^ 

2) Ist daz Viereck ein ebenes, und gehen die Rich- 
tungen dreier der vier Kräfte durch den Durchschnitt 
Z der Diagonalen, so muss nach vorigem Satze auch 
die Richtung der vierten dieften Durchschnitt treffen. 
Alsdann sind p und r, so wie y und # einander direct 
entgegengesetzt, die 4 Punkte P, Q, R, S coincidiren 
mit Z und es verhalten sich nach II*: 

AZ.ZC RZ.ZD 
f'l— AC BD » 

..11 1.1 1 , 1 

ji. 11 1.11.1 

und eben so -.-^-^j^^^x-^^^-^-^. 
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Die entgegengesetzteB Krftfte p and r sind daher 
einander gleiob, und ebra so mfissen auch q und # 
einander gleich «eyn; 

Diese Gleichheit fliesst unmittelbar auch aus der 

- ' • • • • p • 

nöthigen Fortdauer des Gleichgewichts, wenn die ge- 
genseitige Lage von A^ By Cy D ganz unveränderlich 
angenommen wurd. ^ IJeberhaupt folgt' daraus , dass, 
wenn drei der vier Kräfte sich in einem Punkte sdinei- 
den, auch die vierte diesen Punkt treffen iduss. Wurd 
nun der. Schneidepunkt der Diagonalen zu diesem 
Punkte, genommen, so fallen die Kräfte)9| r, also auch 
ihre Besultaate, in die Diagonale ACy und die Kräfte 
qy Sy so wie ihre Resultante, in die Diagonale Bßm 
Diese zwei Resultanten können aber nicht anders im 
Gleichgewichte seyn, als wenn jede von ihnen null ist; 
mithin müssen p und r, und eben so g und # einander 
gleich und direct entgegengesetzt seyn« 

3) Ist das Viereck ein Parallelogramm,, so wird das 
Terhältniss der nach dem Mittelpuniit . desselben -ge- 
richteten Kräfte: 

{p = r):X9'=s)=AC:BA 

■ -f. 224. 

Auf ganz ähnliche' 'Art, wie bei einem Tierecke, 
lasseA steh' ^pch 'bei eineni mehrseitigen Vielecke» des- 
sen tSeiten von constanter Länge, die Winkel aber 
veränderlich sind, ffie Bedingungen ausdrücken, deneit 
Kräfte, an den Ecken des Vielecks angebracht, beim 
Gleichgewichte unterworfen seyn müssen. Es muss 
nämlich jede Kraft besonders mit den zwei Pressungen 
im Gleidigewichte , seyn ^ welche die Ecke des Viel- 
ecks, auf welche die Kraft zunächst wirkt, von den zwei 
anliegenden Seiten erleidet, und an jeder Seite müssen 
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•idi die xvd Preesm^en auf die %äen de? Seite dtuß 
Gleicbgewickt halten. JBUeraa$ flieffsen a^er dieBedin- 
gangem dass 1) jede Kraft Qiit den zwei einliegenden 
Seiten in einer Ebene enthalten seyn mnss, .nii.d dm^i 
2)^ vmn jede Kraft nach den swei anliegenden Seiten 
in avei zerlegt wird 9 je zwei der «owt entstehendeA 
Kräfte» welche auf die beideii Elpden einer Seite wir- 
keo» einander gleich und entgegengesetzt scgm müssen. 

Smd daher das Yielepk und dje {Uchtungeii der 
Kräfl») bis auf eine» gegeben » so kann man eben so» 
wie in fl 219. a.» die iSoch •übrige Rjchtung npd die 
Verhältnisse sämn^flich^ Kräfte zu einander bestimm 
men. 

Wird bloss die noch fehlende Richtung verlangf» 
und ist das Vieleck in einw Ebene enthalten, so kann 
man ähnlicher Weise» wie in §• 221.» die Richtung 
auch durch blosses Sehen gerader (jinien finden» wer- 
ans» da dieses immer auf mehrfache Art ddi bewerk- 
stelligen lässt» neue geometrisidie Sätze» das Liegen 
von Punicten in Geraden betreffend» hervorgehen» 

Seyen z. R. das Fünfeck ABCDE (Fig. 54*) und 
die Richtungen der auf A^ 1?» £7» D wirkenden Eräfite 
Pj gy r» # gegeben» und werde die Richtung der a)i Jß 
anzubringenden Kraft t gesucht Rezeichnet man dor 
Kfirze willen die Resultante von p und y mit {pq)^ die 
Resultante iroa p^ ^» r mit (pqr)^ u. s« w.» so geht 
ans ähnlichem abrunde, wie beim Vierecke in §. 221^» 

{pq) durch diePutikte p * f und BA • BCy 
(pqr) — — — {p^yrnaä EA'CDj 
(/9yr#)» also auch ^» — — — {pqf^*4vakä E. 

Hiermit kann man also nach und nach die Rieh- 
fangen von {pf)y ip9^) und i durch Sueben von 6e- 

n. ^18 
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Iraden finden. Aui^ti kinü' maa uttigekebrt zuerst (#r), 
bieraus {^ry) uüd h\ef3,tLB (^yp) oder ^bestimmen. 
Ein noch anäeres Verfafaron besteht darin , dass 

man eben so, W{ä;(/>^y, ^^^^ iv^) ^"* (^') sucht, 
Ucifauf (/>^r) düi'dli \(/?5r)*r und />'(^r), und (yr*) 
durch iff)'^ und i^^^rlr) legt, und" endlich zwei der 
drei Pünlite {pyr)^^y (jß^) • (^')j >> * (y^*) bestimmt. 
Denn diese dreif^nnkte sind in der gesuchten Richtung 
Ton t oder (/7fr#)*eiith)fltlten. 

Die aus diesen verschiedenartigen Constructionen 
sich ergebenden geometrischen Sätze mit. Worten ans- 
zudrücl^en, bleibe dem Leser überlasseh. 

Sehr bemerkenswerth ist es noch, dass man zu 
dergleiohen geotn^tj^ischen Sätzen auch schon durch Be- 
traobtüDg eines dilltfigen Körpers und durch Zuhülfe- 
nahme des einzigeii äiettzes gelangen kann, dass sich von 
drei in einer Ebene liegenden und «ich in einem Punkte 
-scfhileidenden Gerade^ die eine, welche man will, ab 
die Richtung der Resultante zweiel^ nach den beiden 
andern Geraden wirkenden Kräfte ansehen lässt. : 
. ' Kiid also z. B. /»,;^,r, # irgend vier in einer Ebene 
enthaltene Gerade^ ,ünd. legt man 'durch die Punkte 
p'q^ 9*ry r*.i in: deriselben Ebene willkührlicb drei 
andere Gerade (pg)^ {9^)i (r«)^^^ kann man letztere 
immer als die Richtungen der Resultanten von Kräften 
betrachten, welche die Richtungen, von p und 7, ete. 
haben. Hieraus kann man, wie vorhin,, die Resultan- 
ten (pqr) und. (gr$) bestimmen und damit 3 Punkte 
finden, deren jeder in der Resultan^e/aUer 4 Kräfte 
liegen muss, also 3 Punkte, die in einer, Geraden sind. 
Der hieraus entspringende geometrische Satz fuhrt 
übrigens, gleich jdem in ^. ii22. *., und wie Fig. 55. zeigt, 
auf ein eingeschriebenes und ein umsbhriebenes Viel- 



/h^, Sß". 
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eok^ von welchem letzteren die Diagonalen dorch die 
Durchschnitte der gegenüberliegenden Seiten des er- 
stem gehen. 

f . 225. 

Aufgabe. Die Bedingungen des Gleichgewichts 
zwischen 4 ]£räften Py Q^ R^ S zu finden, welche auf 
die Seiten eines Vierecks ABCJ^ wirken , (Fi^* ^O» 
dessen Seiten von constanter Länge ^ die Winkel aber 
yeränderlich sind. 

Auflösung. Seyen Py O^ By I die in den Sei- 
ten AByBCy etc. gelegenen Angriffspunkte der Kräfte, 
und FKj OLy BMy IN die Richtungen der letztem. 
Beim Gleichgewichte des Systems wirken nun auf die 
Seiten DA und AB im Punkte Ay in i^elchem sie 
mit einander verbunden sind, zwei einander gleiche 
und entgegengesetzte Pressungen, welche resp. n und 
— n heissen. Desgleichen wirken auf AB und BC in 
B zwei einander gleiche und entgegengesetzte Pres- 
snngen k und — k. Da nun an jedem Theile des 
Systems die auf ihn wirkenden Kräfte und Pressungen 
für sich im Gleichgewichte sind, so halten an der Linie 
AB die Pressungen — ^ und k d^r Kraft P das Gleich- 
gewicht, und es müssen daher die Richtungen der bei- 
den erstem der Richtung der letztern in einem und 
demselben Punkte begegnen. Sey Ä dieser Punkt, so 
fallen — n und ky also auch n und — ^, in AK und 
BKy und es erhellet aus gleichem Grunde, dass AK 
der IN in einem Punkte Ny und BK der GL in einem 
Punkte L begegnen muss, und dass DN und CL 
sich in einem Punkte M der HM schneiden müssen« 
Die auf die Seiten BC und CD in C wirkenden Pres- 
sangen fallen alsdann in LM, und die Pressungen auf 
die Seiten CD mADA'm D faUen in MN 

6* 
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Die Iste Bedingung des Gleicbgeviohti berqht 
demnach auf der Möglichkeit, ein Viereck KiiMN ra 
verzeichnen, dessen Seiten durch die Eckea des Viel- 
ecks ABCD gehen, und dessen Ecken in den lUch- 
tnngen FK^ OL^... der Kräfte liegen, -i- Penkt man 
sich das Viereck ABCD und die Richtupg^oi #!f^.«- 
gegeben, und ist die Figur in einer Ebeae entbieten, 
so führt die Forderung, das Viereck KliMN wsk be- 
schreiben, zu einer Gleichung des zweiten Cir^es, ufid 
ist daher im Allgemeinen eptweder auf doj^elte Weise, 
oder gar nicht er^ullb^.. Ist aber die Figuf luohk eben, 
so ist die Coostruction von KLSfüf pur bypi gewissen 
speciellep Lagen 4er Riobtpngen FM^m gegen daa 
Viereck ABCU n^oglich» Da ferner durch IJierlegung 
der durch die Ecken de^ Vierecks KLJXIK gebenden 
Kräfte P, <2, il, S nach den Seiten desselben VijNh 
ecks die auf Ay By C^ D wirkenden Pressppgen sich 
ergeben, — z« B. durch Zerlegung der nach FK ge^ 
riditet^ Kraft P nach den Seiten NK und KL im 
Pressungen i« und k^ — und da je swei dieser Pf es« 
sungen, welche in dieselbe Seite fallen, sich gegen- 
seitig aufheben, so ist die zweite Bedingung des Gleich- 
gewichts: dass, wenn man die Seitenlängen des Viet- 
ecks KLMN oonstant und die Winkel desselben ver- 
änderlich annimmt, die Kr^e Fy.^S^ afi den jSfpitnen 
dieses Vierecks angebracht, im Gleichgewichte sind. Es 
müssen daher (f. 2i9. d.) 

2) venu die gegenseitige Lage der Theile^ wor- 
auf die Kipafte wirken, unverändevlich angenommen 
wird, die Kräfte im Gleiobgewidite seya; und dieaei 
Bedingung reicht bin, wenn das Viereck ÜTZ^ilfiV nicht 
el>en ist. Denn die alsdann noch nöthige Bedingung^ 
dass die Dichtungen FK, OL^... resp. in die Ebenen 
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XKLy KLMy..^ fallen, ist hier bereits erfüllt, da 
FK in der Ebene AKB^ also auch in der Ebene NKL 
liegt, n. s. V. Wenn aber das Viereck ABCD und 
die darauf wkenden ILräfte, folglich auch das Vier« 
eck KldMJVj in einer Ebene enthalten sind, so müssen 

8) die Diagonalen des von den Kräften gebildeten 
Vierecks die Durchschnitte der gegenüberstehenden 
Seiten des Vierecks i££üfiV treffen. (§. 221.) 

DttiHi kkW6 ttMinguDgen des Gleichgewichts jeder* 
Mit Mlll^^id^ehj leuchtet ein. Denn smd die Kräfte 
tet Vi^J^eeke KLlUN-^ atif dessen Ecken sie wirken, 
im etokih|(e#i6hfe, so liribd iie es zu Folge des zu An- 
fiiBge dieses §• Gesagten, auch dann, wenn sie an den 
Seiten irgend eines in KLMN einbeschriebenen Vier« 
eeks da, wo ne dieselben treffen, angebra^t werden. 

f. 226. 

Wir wollen jetzt die Bedingungen dieses Gleich- 
getvidlifs am Vierecke durch Gleichungen auszudrücken 
Mohdd^ dabei jedoch nur den («"aÜ berücksichtigen, 
wedn das Viereck und die Kräfte in einer upd dersel- 
ben Ebene enthalten sind. Am einfachiäten werden wir 
bierl^ei verfahreti^ wenn wir die an den Seiten ange- 
brachten Kräfte in andere verwandeln, welche auf die 
Spitzen wirken. Denn hierdurch werden wir in den 
Stand gesetzt, von den bereits in §. 220. erhaltenen 
Formeln unmittelbaren Gebrauch zu machen. 

Sej zn dem tinde ^i? = 0, BC=b^ CD:=^c^ 
J9A = dj AP=a,^FB = a^jBG=6,yeC=6^, etc. 
nbkf a^ 4* ^2 =^ ^> ^1 + ^2 = ^> ®tc. Maü zer- 
l(^e nttü die in F angebrachte Kraft P in zwei 
voät iUr parallele auf Ae Endpunkte Ay B der Seite^ 
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AB wirkende Kräfte ^ jP und ^ jP (§. 26. c). Eben 
so setze man statt der in / angebrachten Kraft S zwei 
ihr parallele auf D und A wirkende ILräfte -4 S und 

r-^Sy und verfahre auf gleiche Art mit den Kräften 

Q und R. 

Werden daher noch die Winkel, welche die Rieh» 
tungen der Krl^fte jP, Qy B, S und die Linien ABy 
BCy CDy DA mit einer wiUkührlioh in der Ebene ge- 
zogenen Aste machen, resp. mit P, Q, R, S und a, b, 
o, d bezeichnet, so wirken jetzt auf A die zwei Kräfte 

S -4 ond P -^ nach den durch die Winkel S und P 
d a 

bestimmten Richtungen , auf B die Kräfte P -^ und 

Q "T nach den durch P und Q bestimmten Richtun- 
ä 

gen etc., und hat man zu Folge der Gleichung am Ende 

von §. 220«, wenn statt der dortigen Kräfte pyp\ fy q' 

resp. S.-^yP-^yP -^^Q.-Ty uu^ statt der dortigen 

Winkel p, p', q, q' resp. S, P, P,Q gesetzt werden: 

^ d^ sin (S — d) p^ ^^ sin(P— d) a^ sin(P~b) \ 
rf8in(a— d) \a sin(a — d)"*" a sin (a — b)/ 



^^, sin(Q— b) 
+ ^ Asin(a-b)— "' 



und eben so noch dret andere Gleichungen, welche 
auch schon aus dieser durch gehörige Verwandlung 
der Buchstaben in die nächstfolgenden hervorgehen und 
mit ihr die Bedingungen des Gleichgewichts ausmachen. 
Da in diesen vier Gleichungen nicht die Seiten des 
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Viieineckfi sfsJHbst^.fioiiderii nur^^iAnWInkel der^^l^p un- 
ter sich uad mit den Kräften, so me die YerhUltaisse 
yef kouunen 9. ,oiich denen die ^^llien ^i^roh die 4P8nff<3. 
ponl^fe der I(|räftei.getlieilf;,wfr4pi(^ so QrheÜetj,;d93s, 
fifewi ai)f die. J9.tzti? Redp. g^hP«4Ä Weise ^leiiobge« 
^ioht &^ ein^,,y/etrepke sMt^g^, .dieselb€(n\jKräAe 
aioh ani^dflw.W^VP Vj^ereo^^^ 

^erden^ { wel^h^ ,j4ßP "^^W^jP^^^^ ahnlioby ,soi\dern 
^?^i^wnf Par:fl^j/^^jnk%,i^^^ .4esspn 9«itw mi% 

*Ä J?^Mß»i!4W!^^?»,W^ er8t^rn,mwheii. 

W^iJf>».*fnuÄ«R'if8RH9!aw iRWbrjJw»elben Verhalt- 
^mP9j..^}? jWiSSrtS'^?? »P%eilt j^prden, ^ . ,. 

l^l^f^ eltfD^i^n, ijnd piafi h^^nicpt damit eine Glc^r? 

^«m^iffi^t^^n^fi^hfi^^j.^W^Fvft 4as Viereck, die 
^^i^ff^p^kt^ Jfi.j dpa. Seiten , desselben vnd die.Ricb- 

tffjft^: 4^Sifl5 fi^«^^^ *ö Richtung der 

yi|g^n^^e£i]p4$Bit ^'¥^4^''^ kann.. £s drückt diese Qle|- 
obiuig; <He jßi^dlqgnj;^ ans, ^jgfffif welcber das Viereck 
^^MN^^ ^i;}cbes,pp.da8 yi(eücpck ABCD und in da? 
Tpn den Ej^f^fjl^^n.^^ildet^, ,]|^iereck möglichen FalleS: 
he^ifd^hriehen, lYjfJ^c»^ l^i&iua» pine, solche Lage hat, dass 
die. jpja|rchsply0dtt;jei^j9piner gie^eiiüberstehenden Seiten in 
dif)jj)j^<>n9)^f». 4^ ^yiei^ei^.^^er Kräfte fallen, -r- Die. 
g;9j$eAi^^iU$^ ^j^rj^&tlnisse zwi^hen den 4 Kräften kön- 
wn. .daw gjii^^jp^^ |btpstimm^..we]rden. 

Zum Beschlüsse der Untersuchungen über das 
Gleichgewicht am Vierecke mögen noch einige merk- 
^üfi^^e speciti^le Ffj^Ue folgeii, die aber so einfach 
sind^. daßs,' uipj sip^. zQ.^l^ei^lieilen^ ps angemessener 
sfiyn .wird, zu den^^j^rincigiepi selbst zurückzukebren. 
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ZMittmm Mttttr KipiML 




aiü tM'Mii ftokrttt '^oMMltitetf ^Wttebi €tebMMii ti 

vtiüMheA twei Ki'äfWIi /^utid Ü tu Attdeib, tv^ldlie fei 

tM JÜTlttid CÜ cAmdi VIereclar mM ooiMaoofeii Seiten 
Kbfgeli iM T<MtaitorUcbM W^elii ai^c^braeht iinfd. 

Antlönttng. Wdl tttar d^ Seite i9jtf k^e Kitft 
Abg:e%)^Mht idt, «<» ttkflnMeif sieh di« auf Z^jf b /> ittd 
jf itirkendM P»e«kti«^n tfUeiii diüi Gldäbgetridit Ikdf- 
teti, und ilufe Ridfktütigeh taüMUtta dabeih in' H^ ftllM. 
Die Pressung, veldie ^it in uittltiA^^ fiOlt dtidiei' 
übeüfäEUi in BAy und ans fthnfichenk Gntiidte fie Pres- 
sting ttnf ^i? im Punkt« B in J^£l^ D« niUr an jf it 
die in F angefarao^te Ejfäft JP mit den Pi^eiiMingeih fiot 
jf und \ff im^ CHeteligMitfite seyn ntus^, M- inÜMto 
sieb n:äy BCwnd di(d Riditnng ▼oiUJ'itt ciittenr Pmiicte 
X sehneiden 9 woraus zu^eidi fol^^: dhss 1) das VUt» 
eck ein ebenes -seyitiinms. Da fMitii' das CQekib^ 
wieht nitilit anfhöten düM, wtan die SeiiM des Tier- 
crelni nnbdir^fioh gegen ^icnder' ftngendinmen werden, 
so ttiikrüeii 2) die KfafM F trnd M einändi^ gteich 
nnd dirtct eiitgeg^ngeiietait seyn, Ifls6 fak ffie Gei^ade 
FB fallen, und diese Geirdde nmss S) d^ Dürehs<dudtt 
JT Ton zur mit BC ti^bflfba, iTeii jPJt die ftiebtnng von 
JP war. — Dass diese drei nothtrettdlg^ Bedbgnngen 
auoh liinreiohend sind, erhellet olme weitere Erörte- 
rung. 

Zus&fze. th Wird die fS^ite <7/y uabewegDoh 
angenonnuen, und wMf tntf auf AB in P ebe KMft 
Py SO «eigt siidi atff gldi^ Weis^, ;dtts nttr dann, 
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üttd dann iMMr^ Gleiobgewieht «tatt findet^ wemi das 
yiereek du ebenes ist, mid wesn die Ri^tfmg von P 
Ittreb den Durehsehnitt X der beiden übrigen Seiten 
SMten gebt 

b. ¥l1rd das Viereek ABCD^ während rZI" nnbe- 
wegt bleibt, in seiner Ebene verseboben, so beschreibt 
{eder Punkt J^der AB eine gewisse Carve, — die Punkte A 
Qfid B Kreise am D nnd C als Mittelpunkte. — > Statt 
daher den AngritTspunkt F als einen bestimmten Piitdrt 
in; der bewe^eben ' Geraden AB 2u betraohten, kann 
man ihn aüdh als einen in einer unbeweglichen Cnrve 
(tn der von ihm beschriebenen) beweglichen Punkt an« 
ieben« Dieser Ansicht zii' Folge muss aber die Kraft 
ftttf der Curtre normal seyn', . nnd wir schliessen dar« 
aus: 

Wird ein ebenes' Vier^o^ABCD. dessen Seiten* 
ilLngeii constant sind, dessen' Winkel aber sich ftn- 
dem k(»nfien, In seher fibene verschoben , während 
^e Seite €^i> festgehalten wird, so yereinigen sich 
di6 Normalen aller der Curven, welche die Punkte 
der gegenüberliegenden Seite AB beschreiben, stets 
in einem Punkte, in denjenigen nämlich, in it^elchem 
sich die beiden andern Seiten DA nnd BC. als Nor- 
inalen der fön A nnd B beschriebenen fiCreise, scbnei- 
- äeü. *) 



*) Von dieier Bfgettsehaft dei Viereobi kann man udi föfgen^er* 
gettalt auch geometrikcb fibetteosen. Seyen jf, Bf', I^ ßa Oerter, 
welche d^ Bf F nach (^er nntodfich UelAte Venohidbnag einneh- 
men, so sind DAÄ nnd CBB^ folglich anch XAJl nnd XBB^ rechte 
Winkel, folgfich Xi'-aX^ nnd XB ^XBy nnd weU anch ^B* 
^^ ÄJS^ td üfakd die tMkdth XAt nnd XJtBf" eblaild«r gleich nndi 
AAlich. Die Linib' AB kintt dtfher auch dadnfoli hl di^ Lage JtW 
gebisdit werden» dasi bhui das Dreieck XAB am X dreht» AMsütt 
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e« We^e, me ün^Tor^ f., CD ^ie4^r beweglip)! 
ang^Doiniiieo, und sejra /'und /( zwei sich das 61§ifil|. 
g^^iöhti haltende Krä^e. Sejen überdies, .#C and Ifui 
einander parallel (Fig. 58.), also ihr DurqhsohniQ pi^ 
e9dliph*^entferxit, so maje mit Uinefi.auph iF!& parallel 
seyn.- .Man ziehe mit ßQ^,nnA DA podb eine zweite 
Parallele rB'y. yfeXsjh^ A^^ und '^' 

schneide, und bringe in. diesen Punkten ^w^Ji^Kräfte ^ 
und JK. ao; welche resp. den P uud.jB.jKleich und ent- 
gegenge^etzt.sind, folg^ch mit ibyren|U6bt^ig^ ^^^ 
fa^eii oxid eiaander, ^as Gldqhge wicht .,b^ljte^^ Als- 
dana wird ^uch zwischen, di^n 4^ iLräften jjP, J^^ ^^ Jtf, 
Gleiehgewipht bestfi|iep,,^/E«. b'^^cjn^ ^'.«!» 

Piwr, .und;.4?> ^ eip ,^wei|;es PawA.J^^ Wm 

des erstem liegt und mit inm ein gleiches, aber^^nt? 

gi^gengesetztes MomeiM; hfft. Da nun^ ein,.|P^aar: in sei- 
ner Ebenp imd an dem. Körper, woran. . e^., angebracht 

ist,. ohne AfJBderung f^^infiR IJY/'rlfP^g '^itl^?]^* Ti^'^S* 
werde^ kwQ, wenn nupr. sj^^ MopieA];. s^^^U\ dem S|üme 
al9 ,d^r ai>9oluten Grpwp, qa^Ä ;;^s^:id 

schlieQ^en.wir: _ .; ;. ^^. j ,.,^i|,,.'j, ^,,, ,^ , 

Bei einem Vierecke ABCD mit constanten Seiten- 
längen und veränderUchen^ WinkelAj^ ypa i^elcheni zwei 
Seiten BC xysADÄ einander parallel si^d,, l)altea ^ich 
zwei in der Ebene des Vierecks an den beiden andern 
Seiten AB und CD angebrachte Kräftepaare P, P' 
und iR, K unter denselben Bedingungen, wie an ei- 
nem einzigen Körper , das Gleichgewicht. 

d. Sey noch AB parallel mit Ci9y also- das Vier- 



W I ■ 



aber bpachreibt eben so, wie d.^^ ^> ^^. J!^?'!^^^!^® PanKt F 
d&tAB ein Element FF*, l^el<^es «of seii^er YerJbifidfifigiluue.if^ 
mit X normal ist* ^- ^^ , r- c ■ ■■- . 

J9 
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eck ein ParaUelograram (Fig..59.). Man nebm^ in 
AB beliebig xwei Punkte F^ P^ in CD ^inen beliebi- 
gen Punkt H^ und trage von H naoh H* eine Linie 
=s FF\ Man bringe ferner an F^ F^ Hy ET und in der 
Ebene des Yiereeks vier einander gleiche Kräfte P^ 
P\ Ry Jt' ata, von denen P und R einerlei Richtung^ 
P und R die entgegengesetzte haben. Zwischen die- 
sen 4 Kräften herrscht nach vorigem Satze Gleichge- 
'wioht. Denn P, P und /t, R sind zwei an AB und 
'C/9 wirkende Paare von einander gleichen und entge- 
gengesetzten Momenten. Mithin sind P tmd R gleich- 
wirkend mit — P und — R^ d. h. 

Die Wirkung eines Paares, dessen Kräfte an zwei 
gegeniiberliegenden Seiten und in der E%ene eines Par- 
allelogramms mit Constanten Seitenlangem tmd verän- 
derlichen Winkeln angebracht sind, wird nicht geän- 
dert, wenn man die Kräfte ihren anfänglichen Rich- 
tungen parallel bleiben lässt, ihre Angriffspunkte aber 
in den Seiten, worin sie liegen^ um gleich viel und 
nach einerlei Seite hin verrückt« 

■ 

f. 229. 

Aufgab e« Von einem Vierecke ABCD (Fig. 60.), 
dessen Seitenlängen constant und die Winkel verän^ 
derlich sind, ist die eine Ecke D unbeweglich. Die 
Bedingungen des Gleichgewichts zwischen zwei Kräf- 
ten P und Q, zu finden, welche auf die zwei der Ecke 
Ji nicht anliegenden Seiten AB und BC in F und 6 
wirken« 

Auflösung. An der S^ite DAj deren einer End- 
punkt D mit einem unbeweglichen Punkte verbunden 
ist, muss die Pressung auf D mit der. Pressung auf 

den andern Endpunkt A im Gleichgewichte sejn, Beide 

u 
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Premttkigeii, also anoh die Pressung auf Ay ab den 
einen Endpunkt von Aß, fallen daher in DA. 

An der Seite AB sind die Pressungen auf die 
Endpunkte A und'Ü^ derselben mit der Kraft P im 
Gleiobgewiohte. Da nun die f^ressung auf ^ in DA 
fällt, so muss P mit DA in einer Ebene liegen , und 
venu depinaob P die DA in M sohneidet| so föUt die 
Pressupg auf B in BM. 

Die Pressung auf ß^ als den einen Endpunkt von 
BC fäUt daher gleichfalls in ßMf die Pressung auf 
der Seite BC anderes Ende C fallt in CD wegen des 
nnbewegliohen Punktes, an wrioheib CD mit dem Ende 
D befestigt ist Mit beiden Pressungen zusammen ist 
aber die Kraft Q im Gleiobgewichte. Mithin müssen 
jKüf und CD in einer Ebene liegen, und die Richtung 
.von Q muss den Durchschnitt N dieser Geraden tref- 
fen» 

Hieraus fliessen nun zunächst folgende Bedidgufr- 
gen des Gleichgewichts: 1) das mereek ABCD iliuss 
ein ebenes sejn; 2) die Riehtungen der Kräfte P und 
Q müssen in dieser Ebene begriffen sejn ; 3) die Punkte 
M und Nj in denen diese Riebiungen resp** die Seiten 
DA und CD treffen, müsiton mit dinr Bekei? in einer 
Geraden liegen* 

Sind daher das ebene Yiereek ABCDj üe beidea 
Angriffspunkte JP, O und die Riclitclng MP der eifien 
Kraft P gegeben, so findet man damit aiich die Riob- 
tung ON der andern Q. Kennt man ferner die In- 
tetflsität der einen Kraft jP, so efgiebt ftidh die^ Intensi- 
sität der andern Q dadurch, dass, wenn man P'nmk 
MA mi MB und d nadtif BN und CN zerlegt, &t 
2wei in MB falleüdbii Krtfte rieh aidfhebeii mßiAeen. 



« 
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Es verhält uoh aber, veno man diese io MB fal> 
leuden, dnrch die Zerlegung Ton P nnd 41 sich erge- 
benden« Kräfte Z und — ^ iiennt: 

AB AF 



FtZ = Bin AMB i sin AMF =s 



'Mb' MF* 



« : -Z=;= sin ÄiV^t? : sin fifiVC = ^: ^ } 

* 1 V I. « A AB MF BC NO 
folglioh P'fi^—SB'llF''NB''ÖC* 

Die'ErfBIIung dieser Proportion ist daher die vierte 
nnd letzte Bedingung des Oleichgewichts. 

$. 230. 

Zn Sätze, a. Heissen C^ F" die Durchschnitte von 
BC mit M4y MF, ui)d fF, X die Durchschnitte von 
AB mit N& und NC, so findet sich eben so, wie 
vorhin: 

* "'^—MB' MV***' ^— NB'NW* ' 

m 

i!.i V u o /> ÜB MV BX NW 

folgheh '^*fl=—S[B'W''NB''WX' 

b, Ist das YierfeolE ABCD ein Parallelogramm, so 
sind C7 und X unendlich entfernte Punkte, folglich 
ÜB : Ur^i, BX: IFJC=1, und man hat daher in 
diesem Falle: 

„ ^ MF NW 

^•^— MB' NB* 

e« Wemi der Punkt M^ in welchem die RiehtoBg 
von P die Seite DA trifft, in 1» föUt, so fällt damit 
anoh N zusammen, und es ivird, wenn zugleioh daa 
Yiereok ein ParaUelograaun i|jt (Fjg«. 61) r 




94 Zwdter TheiL Drittes KapReL 

. oder, weil Dr=DC^^jaiADW=DA''^^\%U 
' ' sin r sinlr 

d. Will man den bisher unbewegliohen Punkt D 
beweglich seyn lassen^ so mnss man an ihm eine mit 
P nnd Q das Gleichgewicht haltende Kraft, oder aach 
zwei den P und Q gleiche, parallele und entgegen- 
gesetzte Kräfte P' und Q[ anbringen. Ist dabei das 
Viereck ein Parallelogramm, so kann man nach §. 228. 
d. die Angriffspunkte des Paares jP, P' in AB und 
DC um gleichviel nach einerlei Seite hin und ebenso 
die Angriffspunkte von Q, und Q[ in CB und DA fort- 
rücken lassen, ohne dass das Gleichgewicht verloren 
geht. Hierdurch erhält man die Bedingungen, unter 
denen am Parallelogramm ABCD ein Paar von Kräf- 
ten, deren Angriffspunkte in zwei gegenüberliegende 
Seiten fallen» mit einem andern Paare, welches auf 
die beiden andern Seiten wirkt, im Gleichgewichte ist. 

Treffen die Richtungen von P und Q den Punkt 
./l, so sind ihnen P^ und Q^ direct entgegengesetzt, 
und es ergiebt sich damit das Resultat: 

An einem Parallelogramm ABCD^ welehee ean- 
Mtanie Seitenlangen und veränderliche Jf^inJkel katy 
sind xwei tntf die gegenüberliegenden Seiten AB^ 
CD wirkende einander gleiche und direot entgegen- 
gesetzte Kräfte Py P^ mut xwei auf die beiden an- 
dern Seiten BC^ DA wirkenden Kräften «, Q' im 
Gleiehgewiehtej wenn letztere ebenfaUe einander 
gleich und direct entgegengesetzt sind^ und i 
überdies 

P.BCmiP-BC+Q.ABmQ^AB — ist. 
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§. 231. 

Aufgabe. Drei Punkte \^> B^ C (Fig. 63.) sind 
in drei unbeweglichen Geraden /, m, n einer Ebene 
beweglich. In derselben Ebene wirken auf drei Ge- 
rade a, b^ Cj welche resp. den Punkten B und Cy C 
und jiy A und.!!* zu begegnen genöthigt sind, resp. 
die Kräfte P, Qj R. Die Beduigungen des Gleichge- 
wichts zwischen diesen Kräften zu finden. 

Auflösung. Das vorgelegte System besteht aus 
6 beweglichen Theilen, 3 Punkten Ay By C und 3 Li- 
nien Oy by Cy vou . dcrcu jcdcm besonders das Gleichge- 
wicht zu berücksichtigen ist. 

Der Punkt Ay den wir zuerst betrachten wollen, 
ist in der Linie / beweglich, und an ihm sind die Li- 
nien by c beweglich; von diesen 3 Linien erleidet er 3 
normale Pressungen, welche sich das Gleichgewicht hal- 
ten müssen. Sind AsAyerpyb^yCi^ diese 3 Pressungen, so 
hat man, weil ihre Richtungen dieselben Winkel mit 
einander machen, als die auf ihnen normalen ly by ei 

p i b^ic^ = sin ^c : sine/: sin/$, 

oder, wenn Ly My N die gegenseitigen Durchschnitte 
Yon /, 191, n sind: 

b^ : c^ = ÄnBANi si» MAC. 

Auf gleiche Weise ist, wenn c^ unda, die von den 
Ldnien c und a auf den Punkt B normal ausgeübten 
Pressungen bezeichnen: 

Cr^ia^^^ sin CBL : sin NBAy 

und, wenn a,, b^ die normalen Pressungen auf C von 
a nnd b sind: 

a^ib^:=^ An ACM i miLCB. 
Gehen wir jetzt r *^ /^^*/*'**ij:ewichte der drei 
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Linien a, bj e fiber. — Die Linie a, welche nnr der 
Bedingong nnterwoifen ist, dass sie durch die zwei 
Punkte B Vind C geht^ erleidet von diesen Pnnlcten 
die normalen Pressungen —a^ und — ^«9 und diese 
mflssen mit der an der Linie angebrachten Kraft P im 
Gleichgewichte seyn. Die Richtung dieser Kraft muss 
daher gleichfalls die Linie rechtwinklig schneiden, und 
wenn F der Angriffspunkt von P ist, so mnss sich 
Tcrhalten: 

Pim^ia^zszBCiFCi BF. 

Au glmchtn Oründen sind auch Q und R aof i 
nnd e normal, und man hat, wenn O wbA H 4ie Aa- 
griflbpunkta dieser Kräfte bezMdinen: 

Qib^ib^^CAiOAi Ce^ 
Rie^xe^^ABxHBxAH. 

jE!^minirt man aus diesen 3 dnfachen und 3 Dop* 
pel -Proportionen die 6 Pressungen, so erhält man zu- 
erst die Verhältnisse zwischen den 3 Kräften: 

<liR=zCA.HBsmBANiAB.CGAxkMAC^ 
L iR.P^AB.FCsinCBL.BC.AHmiNBA^ 
PxQ^BC. OAsmACltt .CA. BF miLCB, 

imd wenn man diese Verhältnisse zusammensetzt: 

„ BF CO AH __mA NB LC 
"• TC^GA^HB ~ AN* BL ' CM^ 

wen smBANi sinNBA = BN : AN^ etc. 

Sind daher das Dreieck LMN der drei unbeweg- ' 
liehen Geraden, das eingeschriebene Dreieck ABC der 
drei beweglichen Geraden und zwei von den drei An- 
griffspunkten jP, Gy JBf gegeben, so finden nch mit- 
telst der Gleiohang II. der dritte, und mittelst der Pro- 
portionen L die Yeriiältnisse zwischen den Kräften 
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selbst; die Riebfungen derselben aber müssen anf den 
Scfiten des Dreiecks ABC normal seyn« 

f 232. 

Znsätze. a. Das Gleiohgewioht des Systems dauert 
nodi fort, wenn zwei der drei Kräfte, etwa Q nnd Ry 
entfernt und statt derselben zwei unbewegliche Cnrven 
ß nnd y in der Ebene angebracbt werden, welche die 
Geraden b nnd o zu berühren genöthigt sind und ge- 
genwärtig in O nnd H berühren. 

Ist demnach die Beweglichkeit dreier Geraden a, 
by e in einer Ebene dergestalt beschränkt, dass ihre 
gegenseitigen Durchschnitte A^ By C in drei unbeweg- 
lidien Geraden MNy NLy LM der Ebene liegen müs- 
sen, und dass zwei derselben, 6 und Cy zwei unbeweg- 
liche Curven ß und y der Ebene zu berühren genöthigt 
sind, so wird eine auf die dritte Gerade a in der Ebene 
wirkende Kraft nur dann keine Bewe||;ung hervorbrin« 
gen, wenn ihre Richtung auf 'a normal ist, und ihr An- 
griffspunkt jP in a und die zwei Berührungspunkte O 
nnd H isi 6 und c so liegen, dass der Gleichung If. 
Genüge geschieht. 

b. Werden die Geraden b und c, die Curven ß 
und y berührend, bewegt, während ihr Durchschnitt A 
in MN fortgeht, so bewegt sich die durch die Schnei- 
depunkte C und B der Tangenten b und c mit LM 
und NL gelegte Gerade a als Tangente einer dritten 
Cnrve a. Die Beweglichkeit von a wird aber offen- 
bar nicht gemindert, wenn wir diese dritte Curve 
wirklich hinzufügen und annehmen, dass a sie zu 
berühren gezwungen ist; und eben so wenig wird 
die Beweglichkeit von a vermehrt, wenn i^ hierauf a 
ausser Verbindung mit b und c bringen. Es muss da- 
n. 7 
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her auch jetzt noch bei eincnr normal auf a in P ^ir«* 
kenden Kraft Rübe heit«#hea. Dieses . ist aber nickt 
anders möglich, als wenn F der Berührungspunkt yon 
a mit a ist. Wir schliessen hieraus mit Rücksicht auf 
ii» Clieichmig Ihi 

A« Bewegen sfoh drei Punkte* Jl, By C wiRkfibr- 
lich in den Seifen eines unbeweglichen Dreiecks 
LMN^ so ist immer das Product aus den^ drei Yer- 
häiltnissen, nach denen die Seiten dei Breieek» Ten 
den Punkten getheitt werden, gleich dem Prodvet 
aus den drei Verhältoissen, na^eh denen die Seiten 
des TÖd den Punkten, gebildeten Dreieoks ABC \ft 
den Berfifhrnngspnnkten F^ Oy H dnüh de» drei Gur- 
ren getbeih werden, weJehe cKesa Seilen bei der gc^ 
dachten Bewej^uiig^ als Tangenten • erae«g«B. 

c. TreflPen /, m, #», also auch //, ilfy iF, in eiiremr 
Punkte zusammen, sind also Jly B^ C itk drei Geradto 
beweglich, welche sich in einem Punkte schneiden, "so 
wird jedes der drei Terh&Hiifsse MAtAtf^ NBx BL^ 
LCiCM:=s± — f, also auch zufolge IKt 

{BF. FC) {CGfi GA) {AJäi BS) = — 1. 

^Fy &, H liegen dann felglich in einw Geraden ^), und 
man hat den Satz: 

Bewegen sich drei Punkte A^ By C auf beliebige 
Weise in drei Geraden, die sich in einem Punkte 
schneiden, so liegen in jedem Augenblicke die drei 
Punkte Fy Oy H^ in denen die ^ei Geraden BCy 
CA^ AB die von ihnen als Tangenten erzeugten 
Gurren berühren^ in einer Geraden. 

d. Der Satz 4«^ kauB Boch allgemeiner gefasst wer« 
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I 

den, wenn man die Punkte A^ B^ C sich in beliebigen 
unbeweglichen Curven X> /u, y bewegen lässt, Ton de- 
nen MWy NL^ LM die Tangenten in A^ By Cy... 
Mid$ elr lautet dann ake: 

B. Hat man ein in einer Ebene sidh stetig rerftn- 
derndes. Dreieck ABCj ee ist in jedem Augenblicke das 
Prodact «us den Veihältnissen , nach denen die Sei- 
' ten des Dreiecks in den BerührungspnnlEten JP, &y H 
mit, den Curven a, ßy y gethmlt werden, welche die 
Seiten als Tangenten erzeugen, ^gleich dem Prodnet 
aus den Yerhähnissen, na4)h denen bei ein^m zwei- 
ten Dreiecke LiMPfy dessen Seiten die Tangenten 
der Ton den Ecken Ay By Cy des erstem Dreiecks 
beschriebenen Omrvw X, ju, v sind, diese Seiten von 
den Ecken Ay By Cy als den Berflhrungspunkten, 
getheilt werden. 
Dieser aDgemeinere Satz lässt nch wiederum spe- 
eiaKsiren, indem man an ^ die Stelle der Curven a, ßy 7, 
an denen sich BCy CAy AB ^Is Tangenten fortbewe- 
gen, blosse Punkte setzt, und er lautet dann folgen- 
dermassen : 

C* Wenn sich in einer Ebene' ^ die Seiten eines 
darin enthaltenen Dreiecks ABC um unbewegliche 
Punkte Fy Gy H drehen, so ist stets das Product 
aus den Yerhältnissen, nach welchen die Seiten von 
diesen Punkten getheilt werden, gleich dem Produote 
aus den Yerliähniffiieii, nach welchen vdn den Ecken 
desselben Dreiecks ABC die Seiten eines zwei- 
ten Dreiecks LMN getheilt werden, desäen Seiten 
die von den Ecken des erstem beschriebenen Curven 
X, ju, V berühren. 
Wie man sogleich sieht, ents{Hrioht dieser Satz 
dem obigen A« nach dem bekannten Gesetze der Dualität 
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Dena so wie dort die Punkte A^ JEi^ C siob in unbe« 
wegliohqn Geraden l^m^n bewegten, nnd die diese Punkte 
verbindenden Geraden a, b^ e duroh ihre Bewegung 
Cnrven erzeugten, welcbe von a, 6^ c selbst in Fy Gy 
iSr berührt, wurden: so drehen sich hier die Geraden 
ayfiy c um unbewegliche Punkte Fy Gy ffy und von den ge- 
genseitigen Durchschnitten Ay By C der Geraden werden 
Curven beschrieben, die ivt den Punkten^, By C selbst 
die Geraden /, my n zu Tangenten haben. Den Punk- 
Ay By Cy Fy Gy H cinerseits entsprechen daher die 
Geraden »y by Cy ly my n andererseits, und umgekehrt. 

Nach dem Gesetze der Dualität müssen daher 

.auch, zufolge des Satzes in c, wenn in C. die drei 

: Punkte /^, &, i7 in einer Geradeid liegen, die drei 

Tangenten der von A> By C besdiriebenen Curven sich 

in einem Punkte schneiden ^). 

U^bfigens gelten^ wie sich leicht zeigen lässtj die 
über ein Dreieck aufgestellten. Sätze A», B.y C* wört- 
lich auohvon jedem mehrseitigen Vielecke. 

f 233. 
. Der Satz C. des vor, §. lässt sich, eben so wie der 



*) Eine leicht hieraus fliessende Folgening ist, dass, wenn die 
zwei von A und B beschriebenen Linien gerade sind, auch die dritte 
von C beschriebene ^ is<t und durch den Durchsdmitt der beiden er- 
sten gehtr Dies fuhrt zu dem bekannten Satze: 

Wenn:Ton zwei Dreiecken ABC und ÄStC die drei Durchschnitte 
der gleichnamigen Seiten BC * StC^ etc. in einer Geraden liegen, 
so schneiden sich die drei Geraden AA\ etc., welche die gleich- 
namigen Ecken verbinden, in einem Punkte. 
Eben so folgt aus c. , dass, wenn die Geraden a und h sich um 
feste Punkte P und O drehen^ auch die dritte c sich um einen festen 
Punkt H drehte Welcher niit F und Q in einer Geraden liegt, und 
man erhalt damit den lungekehrten Satz des f origen« 
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Satz A.f auch unmittelbar aus statisoben ßetraobtun- 
gen herleiten. Zu dem Ende bat man nur: in §• ^31. 
die auf die Geraden a^ 6y c in F^ Gj H wirkenden 
Kräfte als Pressungen auf diese Geraden von unbe< 
weglicben Punkten Fy Oy Hy durch welche sie gehen 
müssen, und die Pressungen auf die Punkte Ay By C 
von den unbeweglichen Geraden /, my Uy in denen sie 
beweglich gesetzt wurden, als an diesen Punkten atf* 
gebrachte Kräfte zu betradhten; diess führt zu fol- 
gender 

Aufgabe. Um drei unbewegliche Punkte Fy Oy 
ffjkvA in der Ebiene derselben sind drei gerade Li- 
nien Oy by c beweglich. Die Bedingungen des Gleich- 
gewichts zwischen drei Kräften Py q^ r zu finden, 
welche in der Ebene auf die gegenseitigen Durch« 
schnitte Ay By C der drei Geraden, d. i. auf Punkte 
wirken, welche in b und Cy e und a, a und b zugleich 
beweglich sind. 

Die Lösung dieser Aufgabe geht ohne Weiteres 
aus den Formeln in §• 231. hervor. Sind nämlich ASy 
BTy . CU die noch unbekannte Richtung von /?, ^, r, 
und sind /, x», n auf dieselben winkelrecht gezogene 
Gerade, so hat man, wie dort: 

p: b^ iCi s=i sin bc i eincl i Binlb 

= sin CAB : cos BAS : cos SACy 

u.eben so: ^ : €^2 : €^2 = sin ABC : cos CBTioos TBAy 

ria^ib^ sss sin BCA : QosACUi cos UCB. 

Eliminirt man hieraus die Pjhessungen mittelst der 
echon oben erhaltenen Proportionen: 

a^.a^^FCiBF^ b^ xb^^GAiCOy 
e^\c^=HB\AHy 

so kommt: 



^ 
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firssCJ.FC.toB^CUiJB.BF.coB TBA, 

1*. (r :^ = AB. G A.OM BjiS i BC. CG, cos ÜCB, 

: ^ =BC . BB. ooaCBTi CA . AB. oos SAC, 

und hieraas die Gleichung: 

„, BP CG AH amCBT ooaAC U cos BAS 
"• FC' GA' SB— cos ÜCB ' 008 Ä^C oos TBA' 

in weldier nur noch die Riehtungen der Kräfte vor- 
kommen, und wonach) wenn die Richtungen zweier 
Kräfte gegeben sind, die Richtung der dritten gefun- 
den werden kann. Die Verhältnisse zwischen den Kräf- 
ten selbst ergeben sich alsdann aus den Proportion 
nen l^ 

Werden nun diese Bedingungen erfüllt, und ist 
daher das System im Gleichgewidite, so kann man 
auch die Punkte A und Bj statt auf sfe die Kräfte p 
und f wirken zu lassen, in unbeweglichen Curven, 
welche auf den Richtungen von p und f normal sind 
und didier / und m zu Tangenten haben, beweglich 
annehmen« Hiermit wird dar dritte Punkt C in einer 
• dritten Curve beweglidi, welche auf der Richtung von 
r normal seyn und folglich n zur Tangente haben 
muss, indem sonst der Punkt C nicht in Ruhe bleiben 
könnte. Die hierbei allein noch zu berücksichtigende 
Gleichung II* ist aber, wie man sich leicht überzeugt, 
mit der obigen Gleichung IL identisch, und giebt da- 
mit fiir den obigen Satz C« den Beweis ab. 

BediegQBgee des Gleiehgewiebts bei sieb ibslich 

bletbendea Piguren. 

§.23«. 
Aufgabe. Zwei Gerade a und c (Flg. 63.) sind 
in B unter einem Winkd von unveränderlicher Grosse 
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fest mk einaB^er verbiuiden; desgleichen zwei anderß 
Gerade a' wd t unter einem unveränderlichen Winkel 
in Cp Die Schenkel a und e^ sollen zusammen fallen und 
ßü «inander verschiebbar sejn, und die Winkel seihst 
sollen in einer und derselben Ebene liegen. In diesem 
fihede wirken #iqf die Spitzen der Winkel B und C 
«nd mif deo gegenseitigon ^Durchschnitt ihrer Schenkel 
i )snd c^ ^A» V:ielw^hr Auf einen in 6 und c zugleich 
IwüFdgliohen Pn^kt Jf, re^ die Kräfte g^ r, p. Wel- 
ches si»d die Aedingung!e;n 4es Gleichgewichts? 

Anflöß^nrg. D^s ^egebe^p System gesteht aus 
dcei hewegjlieJie^ Stücken; aus dem Winkel ac^ dem 
IIFinkcil dfi iwd dem ^Punkte Jf, jipnd wir haben lUfip 
4m iGieidbtgewicjb^ j^d^ dieser drei «Stücke i>esQnd^Bprs 
Sü untersuchen^ 

1) X)i(9 md dip Spitsbe B des It^inkels ae wirken^ 
Kraft muss mit derPressupg e^^ welche seinSchenk^ 
c rechtwinklig von dem in ihm beweglichen Punkte A 
erleidet) und mit derPressung aufseilen andern Schen- 
kfd .a von Aepi an a verschiebbaren a^ im Gleichge- 
wiehte seyu^ .Du diese Verschiebbarkeit sich dadurch 
bewedcstelligea lässt, dass man in 0^ zwd beliebig be- 
stimmte Punkte D und E annimmt, welchen a zu be- 
gegnen geuöthigt ist, fso ist die Pressung von a^ auf ^ 
zwei auf a lu D und P rechtwinkligen Pressungen 
gleich zu achten I die sich aber^ als zwei parallele 
Kräfte, zu einer einzigen / zusammensetzen lassen, 
welche den Schenkel a gleichfalls rechtwinklig, etwa 
in V^, trifft. Die Richtung von g und die auf e lu A 
und auf a vi F errichteten Normalen müssen sich da- 
her in emem Punkte O scimeiden. Nimmt man folg- 
üch die Richtung BO von g als willkührlich geg>eben 
an und errichtet in A ai^ BA eine Normale AO, 
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veldie BO in O sohneide, so wird der Fnsspiiiikt ei- 
ner von O auf BC gefällten Normale der gedachte 
Punkt P sejrn. Auch kann man damit, wenn noch die 
Intensität Ton 7 gegeben ist, die Intensitäten von e^ 
und f finden. 

2) Beim Winkel afb ist die Kraft ran der S[Htze 
C desselben im Gleichgewichte mit dar normalen Pres- 
sung ^1 des Punktes A auf seinen Schenkel 6 und den 
von a herrfihrenden normalen Pressungen auf die Punkte 
D und E seines Schenkels tifj oder der damit gleidi- 
wirkenden einzigen Pressung -^f auf a' im Punkte F. 
Die Riditungen von r^ bi und — y müssen sich daher 
in einem Punkte begegnen« Trifft demnach eine auf 
AC in A errichtete Normale die bereits gezogene FO 
in H^ so ist CH die Riditung von r, und es lassen 
sidi- mittelst der schon bekannten Intensität von — /* 
die Intensitäten von r und b^ bestimmen. 

3) Am Punkte A muss die auf ihn unmittelbar 
wirkende Kraft /» den Pressungen — 6^ und — c^j wel- 
che er von den Linien b und e erleidet, das Gleichge- 
wicht halten und kann somit ohne Weitwes gefunden 
werden, noch leichter aber dadurch, dass p auch im 
Gleichgewichte mit g und r ist, und dass folglich die 
Richtung von p^ nächst A^ noch den Schneidepunkt / 
der Richtungen BG und CH von q und r treffen muss. 
Die Intensität von p ergiebt sich alsdann aus denen 
von y und r. 

Nadi diesem Allen sind die gesuditen Redingun- 
gen des Gleichgewichts folgende: 1) Die auf A^ By C 
wirkenden Kräfte müssen eben so, als wären diese 
Punkte fest mit einander verbunden, im Gleichgewichte 
seyn, und sich daher in einem Punkte / schneiden. 
2) Die resp. Durchschnittet O ond H der auf AB 
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und AC in A errichteten Perpendikel mit den Rioh^ 
tongen BI und CI müssep in einer auf BC normalen 
Geraden liegen. 

§. 235. 

Das von den zwei Winkeln ae und tifb gebildete 
Dreieck ABC ist dergestalt beweglich, dass es er- 
stens, ohne seine Seitenlängen zu verändern, jede belie- 
bige Lage in der Ebene einnehmen kann. Zweitens kann 
eine Seite desselben, welche man will, durch Tersohie- 
bnng der Schenkel a und a an einander jede beliebige 
Länge erhalten; allein das Dreieck bleibt sich dabei 
immer ähnlich, weil die zwei unveränderlichen Winkel 
ae und a^ zugleich Winkel desselben sind. Diesem 
gemäss lässt sich die vorige Aufgabe auch folgender- 
massen abfassen: 

Die Bedingungen des Gleichgemchts zwischen drei 
in einer Ebene auf drei Punkte wirkenden Kräften zu 
finden, wenn die Punkte in der Ebene dergestalt he- 
weglich siud, dass das von ihnen gebildete Dreieck 
sich immer ähnlich bleibt. 

Man kann hiernach erwarten, dass der Ort des 
Punktes /, in welchem sich die auf A^ B^ C wirken- 
den 'Kräfte schneiden, von der gegenseitigen Lage der 
Aj By C auf symmetrische Weise abhängen werde \ und 
dies, bestätigt sich auch, wenn man die Curve unter- 
sucht, in welcher alle nach der im vor. §• erhaltenen 
Bedingung zu construirenden Oerter von / begritfen 
sind. Diese Bedingung besteht darin, dass OHy HAj 
AG resp. auf BC^ CAy AB normal sind ; es sind folg- 
lich die Dreiecke ABC und AOH einander ähnlich, 
und es verhält sich AB : AO ^ AC x AH. Mithin 
sind aueh die rechtwinkligen Dreiecke BAG und CAH 
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eiBBnder äboüch, foigUoh die Winl^el ABI and ACI 
einander gleich, folglich liegen die drei Angriffspunkte 
Ay Bj C der Kräfte und der gegenseitige Dürebscbnitt 
I ihrer Richtungen in einem Kreise. 

Man wird sich hierbei der Untersuchungen erinnern, 
welche im 7. Kapitel des ersten Theiles über den Mit- 
telpunkt nicht paralleler Kräfte in oner Ebene ange- 
stellt worden sind. Von den zwei Kräften p und f^ 
welche auf die Punkte A «nd B wirken und sieh in / 
schneiden, ist hiernach der Mittelpunkt derjenige Punkt 
C in der Richtung CI ihrer Resultante — r, in wel- 
chem dieselbe tou dem durch Aj By I vi ziehenden 
Kreise getroffen wird (§. 115.) 9 nnd dieser Punkt C 
besitzt die Eigenschaft, dass, wenn das Dreieck ABC 
ohne AenderuDg seiner Grösse und Gestalt beliebig in 
seiner Ebene verschoben wird, und die Kräft;e /», y 
ftuf Ay jSnach Richtungen, die mit ihren anfänglichen 
parallel sind, zu wirken fortfahren, auch ihre ResuL- 
tante, der Grösse nnd Richtung nach sich nicht än- 
dernd, stets durch C geht (f. 114.)* Wird folglieb an 
C eine dieser Resultante gleiche und entgegengesetzte 
Kraft r angebracht, so werden die Kräfte /9, ^, r, 
(deren lateiisitäten sich nach §. 120. wie die Seiten 
BCy CAy AB des Dreiecks verhalten mnasea,) bei 
Jeder Verrückung des Dreiecks in seiner Ebene im 
Gleichgewichte veiharren« BUeraus ^geben sich aber 
in Verbindung mit dem Vorigen die merkwürdigen Re- 
sultate: 

Smd drei Punkte in einer Ebene dergestalt 6eh- 
weglich y dass das ven ihnen gehildete Dreieck sieh 
immer ähnlich bleibt y und halten sieh drei auf sie 
wirkende Kräfte das CHeichgewichty so herrscht auch 
noch Gleichgemeh$ bei jeder andern Ztoge^ welche 
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Jem jnmJkten %ufolg€ ihr^ B€W€gliekk0U geb$n 
kann^ wetm nur die Kräfte fJkren anfang/ioAet^ J^icA* 
tmmg^n paraUel Ueiien; und umgekehrt: 

Smd drei Kräfte , welche 0uf dreifeet nijSf ein* 
ander merdundene Punkte in einer Ebene tpirktm^ im 
Oleiekgewichte, und dauert dasselbe noeh forty wenn 
das System der drei Punkte in seiner Ebene beliebig 
. verseheben wird^ die Kräfte aber parallel mit ikren 
su^ßmgUehen Riehtungen fortwirken j se wird das 
Gleichgewicht auch nicht unterbrechen ^ wenn man 
den Punktef^ eine solche gegenseitige Beweglichkeit 
nach beilegty bei welcher das von ihnen gebildete 
Dreieck sich immer ähnlich bleibt. 

§. 236. 

Keioe Sohwierigkeit hat es, auoh an vier, fünf, 
oder mehrern Punkten, die in einer Ebene liegen und 
darin dergestalt beweglich sind, diasa die durch sie he* 
stimmte Figur sich immer ähnlioh bleibt, sich das Gleich- 
gewicht haltende Kräfte anzubringen. Denn seyen jty 
By Cy D vier solche Punkte, an denen sich die Kräfte 
/9, ^, r, s das Gleichgewicht halten sollen; zwei der« 
selben, etwa p und ^, seyen gegeben. Durch Ay B 
und den Durchschnitt N von p mit ^ besöhreihe man. 
einen Krc^is, welcher die Resultante x von p und ^r,* 
ausser in N noch im Punkte X, schneide. Denkt man: 
sich nun X. als neuen Punkt des Systems, also mit; 
Ay..D in solcher Verbindung, dass er gegen sie im-* 
»er in ähnlicher Lage bleibt, und bringt man an X' 
die sich aufhebenden Kräfte x und — or an, so sind 
Py ^y — X an ^, ^, JT im Gleichgewichte; mithin müs« 
sen es auoh or, r, < an X^ C, D seyn, und man kann 
mittelst der bekannten Kraft x und eines durch Xy 
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C, jD ca besohreibenABii Ejreises die Intensitäten und 
Richtangen Ton ry s finden. 

Sind ferner jt^ By Cy JDy E fünf Punkte in einer 
Ebene, die in ähnlicher Lage gegen einander verhar- 
ren sollen $ p^ jy Ty Sy t die auf sie wirkenden Kräfte, 
und von ihnen py ^,r gegeben, so suche man wie Tor- 
hin den Mittelpunkt X der Kräfte /?, q in ihrei: Re- 
sultante X und denke sich diesen mit den Kräften x 
nnd — or als einen zum Systeme gleichfalls gehörigen 
Punkt. Da nun /», y, -^x BSk Ay By X. im Gleichge- 
wichte sind, so müssen es auch Xy r^ #, ^ an X, Cy 
Dy E ueyUy wenn Gleichgewicht zwischen /?, ^, r, #, t 
herrschen soll; nnd die Aufgabe ist somit auf die vo- 
rige, welche ein System von vier Punkten betraf, zu- 
rückgeführt. 

Ueberbaupt also, — - denn auf analoge Weise kann 
man von St Punkten auf 6, u. s. w. schliessen -— : 
Wenn ^Punkte in einer Ebene so beweglich sind, dass 
sie stets in ähnlicher Lage gegen einandeif bleiben, 
und wenn auf n — 2 derselben beliebig gegebene Kräfte 
in der Ebene wirken, so kann man immer an den zwei 
übrigen ' Punkten zwei Kräfte hinzufügen, welche mit 
erstem Gleichgewicht hervorbringen. 

Zugleich aber erhellet, dass dieselbe Construction, 
a^omit sich diese zwei Kräfte finden lassen, auch dann 
anzuwenden ist und die nämlichen zwei Kräfte giebt, 
die, wenn die ^» Punkte in unveränderlicher Lage gegen 
«inander genommen werden, am {n — l)sten und ^ten 
Punkte angebracht werden müssen^ damit Gleichgewicht 
«ntstehe und bei beliebiger Verrückung des Systems 
in der Ebene auch fortdaure, sobald nur sämmtliche 
:fi Kräfte ihren anfänglichen Richtungen parallel blei- 
hen. Die Bedingungen zwischen dtti m Kräften sind 
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also in dem einen Falle dieaelben^ vfie in dem anderoi 
nnd tnr ziehen hieraus die Folgerung, ditss die zwei 
Saixe XU Ende det vor. §• nickt Bloss för drei^ son» 
dem für jede beliebige jinxahl von Punkten in einer . 
Ebene OültigJkeit haben. 

loh bemerke nur noch, dass eben so, me in der 
Aufgabe des §• 234* ein sieh ähnlich bleibendes Drei* 
eek gebildet wurde, auch ein. System Toi^ jeder gros- 
sem Anzahl in ähnlicher Lage bleibender Pimkte leioht 
eonstruirt werden kann. Denn man hat nur in einer 
Ebene ein System von Geraden, welche sich unter un- 
veränderlichen Winkeln in einem Punkte ttreflPen, mit 
einem andern Systeme yon derselben BeschaflPenheh: 
dergestalt zu verbinden, dass eine Gerade des einen 
Systems niit einer Geraden des andern zusammenfallt 
und längs derselben verschiebbar ist. Alle Durch« 
Schnittspunkte zweier Geraden des einen und andern 
Systems, so wie jeder der zwei Punkte selbst,, in wel- 
chem alle Geraden eines und desselben Systems zu- 
sammenlaufen, werden dann stets in ähnli<Sher Lage 
gegen einander verharren. 



Viertes Kapitel 

Von den Bedingangen der Unbeweg.- 

lichkeit. 

§. 237. 

Guter den Gleichungen, welche die Bedingungen 
des Gleichgewichts zwischen Kräften ausdrücken, di^ 
auf ein System mit einander verbundener, an sich frei be** 
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iH0gtiefiielf ^i^r "vnvIi^Bj'ltotniireii tu Folge des Grand- 
teateeä I, in §. IM. iütoier auch diejenigen GlelohuDgen 
mit yör, ^welche Mfültt eeyln raüa&en, «obald die ge- 
genseitige Lage der Kipper nnveränderUoli angraom* 
men wird.^ and somit sämmtliohe Körper einen einsigen 
firet beweg-lichen aosmaohen. Dieser letttem Gleichun- 
gen giebt ^s im atlgemeinsten Falle sedbs. Weiss man 
folglich irg:«ndtFefaer, dass das Gleichgewicht eines Sy«- 
iftems mit tnnander verbundener, an sich frei bewegli- 
cher Körper, auf welche beliebige Kräfte wirken, im^ 
mer schon durch sedis Gleichnngen bedingt i^, so 
können dieFiC keine aittdern, als die sechs znm Gleich- 
gewidite eines efnzigeii Körpers eiforderlichen Glei- 
ehtitigM seyn. Aber mcfat allein dieses, sondern es 
kam^ äwsh keine gegenseitige Beweglichkeit zwisdien 
dM Kör^pern statt findra* 



Ubi ^eh Vom der Richtigkeit des letzftern Schln». 
ses tiottkommen tn übereem^en, 'bringe man an den mit 
einander Terbnndenen Körpern beliebige KrSite au. 
Alsdann ist es immer möglich, an einem der Körper, 
er heissc 0, oder an Punkten, die mit ihm fest verban- 
den sind, swei solche Kräfte hinzuzufügen, welche in 
Yereinigung mit den erstem Kräften den 6 Gleichun- 
gen Genüge leibtea. SbA mm die 6 Gleichungen die 
einzigen zum Gleichgewichte erforderlichen Bedingun- 
gen, dndtst.folglidh durch Hinznfiigang der zwei Kräfte 
Gleichgewicht zu Wege gebiiacht worden, so muss die- 
ses auch noch bestehen, wenn man a unbeweglich setzt. 
Wenn aber, sobald einer der Körper unbeweglich an- 
jg enetom ' e n wird , keine auf die «ibrigen Körper wirken- 
den (Kräfte Bewegung m erzengen vermögen, so finde! 
V«eine ^gj^enseitige fiewegücbkeit statt;. 
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Ob Körper, die auf gegebene Weise siitepaader 
Tilcbwiden siod^ ihre Lage g^g^ einander ,noobäpdeni 
können oder niebt, dieBeaatvortung dieser Frage kann' 
üickt allein in der Steebanik, soadeni aucb.bef rein 
gMflMtrisdbeii* Uatersaobnngen ^t von Interesse sejn« 
Die Statik btolet uns bierzu eia sehr einfiaehes Mittel 
ki' dem Satae dea iror^^ §• dar^ dass es bei gegenc^eiti« 
gMT Uobeweglidbkeit nicht mehr als & Gleichungen deil 
Gleichgewichts giebt* Ich gl^be dabeir^ indem ioh 
dieses Princip etwas weiter zu entwickeln suchen nichts 
Ueberflüssiges zu thun, um ßo weniger, als der Geo- 
metrie wohl nicht immer gleich einfaehe Mittel j^zar Ab- 
wtheilung über die Beweglichkeit zu Gebote stehen 
därftea. 

Um bei einem Systeme von n mit einander ver« 
buidenen Körpern die Bedingungen des Gleichgewichts 
fj^U finden, hat man nach §• .215 für jedeii, fünelaeQ 
Körper des Systems die Gleichungen dea;. ^k^hg^ 
vichtfj im Allgemeinen sechs, zwischen den unmittel^ 
bar auf ihn wirkenden Kräften und den Pressungen^ 
denen er ausgesetzt ist, zu entwickeln und aus diesen 
^ Gleichungen die Intensitäten der Pressungen, ao 
wie auch ihre Richtungen, wenn diese unbekannt siad^ 
AI eliminijren« Die tiomit hervorgehenden Gleichungen^ 
6n — p zum wenigsten, wenn p die Zahl der von dw 
Pressungen herrührenden unbekannten Grössen isf^ sind 
die gesuchten Bedingungen desGleicbgewidits. Man setsoa 
daher die Zahl dieser Bedingungsgleichungen^a 6#»— ^ 
+99 ^^ 9 ^i^® positive ganze Zahl oder auch null iab 
Ist nun jeder Körper des Systems an sich frei he» 
wef^ich, so giebt es nicht weniger als 6 Bedingungs- 
gleichungen> und wenn es ihrer nur 6 sind^ also wenn 
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6ii — /» -f- ^ = 6, A. i. 6(^—^1) + 9 =P ist, so können 
naeh vor. §• die Körper ihre Lajge gegen iBinander 
niclit ändern, Ist dagegen 6 (n — i) + ^'^pj so tier^scht 
in dem Systeme gegenseitige Beweglichkeit« 
f Hieraus schliessen wir endlich , dass, wenn/9<:^ 
%(n — 1), stets gegenseitige Beweglichkeit statt findet^ 
nnd dassy wenn gegenseitige Unbeweglichkei^ eintreten 
soll, /»sts!oder>*6(M--^l) seyii muss, dass aber diese 
Bedingung, wenn anch stets noth wendig, doch nicht 
immer hinreichend ßtr die UnbewegUdhkdl ist. 

» .. : §. 239. 

B^^&hren sich Je zwei Körper des Systems mit 
ihren Flächen, öder berührt eine Kante oder Ecke ei- 
nes Körpers die Fläche eines andern,, oder kreuzen 
sich die Kanten zweier Körper unter einem beliebigen 
endlichen Winkel, so ist die Richtung der daselbst 
statt -fifl^enden Pressungen schon im Voraus bekannt, 
und p ist der Anzahl der Pressungen selbst, d, L der 
Begegnungspunkte, gleich. Begegnen sich daher n 
Körper auf die eine oder die andere der eben gedach- 
ten Arten in weniger als 6{n — 1) Punkten, so kann 
immer die gegenseitige Lage derselben verändert wer- 
den ^^ ohne dass eine der Begegnungen wegfallt Nicht 
mehr ist aber diess jederzeit möglieh, wenn sie sich 
in 6(m — 1) oder noch qiehrern Punkten treffen. 

So haben wir bereits oben (§• 193.) bemerkt, dass kwei 
Körper, die sich in 5 oder weniger Punkten berühren, 
immer an einander verschoben werden können, im All» 
gemeinen aber nicht mehr bei 6 oder mehrem Bernh- 
rungbn. Auf gleiche Art findet Verschiebbarkeit im 
Allgemeinen nicht mehr statt, wenn 6 Ecken des einen 
Körpers die Fläche des andern treffen, od^ wenn 
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eine Cnnre in 6 Pnnkten eine Fläehe berührt, oder wenn 
zwei Cnrven (von ^doppelter Krümmung) in 6 Pnnkten 
ober einander weggehen. — Letztere 6 Punkte können 
aaeh • paarwdse zusammenfallen, so daes.die beiden 
Oänren in drei Pnnkten einander einfach berühren. Auch 
kann man die 6 Punkte zu 'dreien zusammenfallen las«- 
sea, so dass sich die Curven in zwei Punkten berüh- 
rennnd injedem derselben eine gemeinschaftliche Krüm- 
mungsebene haben, u. s. w. In keinem dieser Fälle 
lassen sich die Curven an einander verschieben, ohne 
dass die Arten der Berühruug aufgehoben würden. 

Sind 6 Punkte des einen Körpers mit 6 Punkten 
des andern nicht unmittelbar, sondern durch 6 Gerade 
von unveränderlicher Länge verbunden, so kann gleich- 
faUs~die gegenseitige Lage der beiden Körper im AU» 
gemeinen nicht mehr geändert werden. Denn da beim 
Gleichgewichte des Ganzen jede der 6 Geraden an ih- 
ren zwei Endpunkten zwei einander entgegengeseteta 
aber gleiche Pressungen ausübt, so sind hier nur difs 
Intensitäien der 6 Pressungen unbekannt, und, diese 
aus den zweimal 6 Gleichungen für das Gleichgewicht 
der beiden Körper eliminirt, bleiben 6 Bedingungsglei« 

chuneen zurück, 

§.240. 

Dass die gegenseitige Lage zweier Körper im AIL 
gemeinen nicht mehr veränderlich ist, wenn in. degp, 
Oberfläche O des einen sechs Ecken, oder überhaupt 
sechs bestimmte Punkte A^ B^ C^ D^ E^ F des, 
andern k enthalten seyn sollen, dies lässt sich auch 
durch folgende Betrachtung einsehen. 

1) Sollen nur ^, i? und C sich in der Fläche O 
befinden, so kann der Ort von A beliebig in O ge- 
nommen werden ; B ist dann irgend eip Punkt in dem^ 
n. '8 



/ 
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OluQobadinittQ VQ^ 0. nuA der ^m ^ wU ^i?, ^W;^«!!^ 
megger, besoW^ti^mm K.ug?lftlioh9,. uii4 C 4^^ Dur^b- 
aohiiAtt Vi9fk 9" Qildc den %^ei K^ugelfläcb^n^ y^^M^ «m 
^ luid iK m^ tißOi BiJbinespBen^ uiC" und Bi(! efz wfit 
iver den» Wtard iJ«dWA. d^r K.$Ypei?: ^ uqi 4 ^o gQdi*eIil> 
das» B und C «A bljiif^i^) so b^es^hKeibt di^p vi<9i;te 
Punkt /l eine hi^ümmte CuffVQ? Wid, we^i» ß i» di^ 
8«v Curvo bis dcdiiu^ g^kommea i^t., :wo sie vop Qr f^ 
ai>boittea wird, m lii9gw D^4lIn^bf^ 

2) die 4 Puolae^ A, By C^ D z^gIeieh in. 0. Fiv 
jedea beUebigea Ort des^ A in O g*^bt e«. dntl^r, iiq, 
i]||l|<fiiiieunsa eine. 9dei^ anob etliobe. (^ag^ de« Kör- 
pers k^ wo. oäiobsl;. ^4 anQb Jf^ C^Jf ^icbi i» A befigr. 
dflio, «e dass, w^no irisenA eine Cui^v^ 19^. io O. ge^^bc^ 
18«, iu: weleh» A mk bewege «oU^ di^ Punkte -»> <?,. 
jß in mitt a sugleieh gegebenen i^idi 'm liege^dßfl^ 
Carven siob bewegen können. Hat m¥k k^k diaseü Hi^n 
wegung des Kütqpora A der fünfte Paakf; i^ dessalbmi} 
die. Kläcbb.l? eneiobt| so sind jetsit 

3) die, 5, Punkte Ay...E auigleicb i» O.. Püi^iedie; 
^ Cwrra. a^ io A flicJü es» demnaok eine«, in, ihr liegen?. 

den.PiiMkk^'e (oder elUeh^, odan auch keine) von. 4av« 
Beschaffenheit, dass wenn A mit ihm coiooidirt, anfltb 
jBj..JS in O gebracht werden^ können. Heissen ähnli- 
cher Wdse uiii Aj^y... diese Oert^ von A für irgend 
andere Gurven;«^^ (^2^* in O. Denkt man sich itua, 
a^y ^1, a2,... als unmittelbar neben einander liegende 
Curven, etwa älsv solche, in denen O von nnmittelbor 
anf einander fölgenden^aralielebenen geschnitten wi^d, 
so sind A^y A^y A^y» die znnächst auf einander fbl« 
gendton Punkte einer bestimmten Gürve a. Sollen folg- 
liob die 5 Punktd' ^^••. J^ zugleich in O sejmundber 
der Bewegung Von k darin bleiben, so muss A in der 
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Carre o liegen und darin fortgeben, wobei aucb die 
übrigen Punkte B^..JB nicht mebr beliebig^e^ soodem^ 
eben eo wie a, Ton der Geetalt der Fläche O und der 
gegraeeitigen Lage der 5 Punkte jtj^.^E 
Gorrm beschreiben werden. 

4) let endlich bei dieeer bestiinniteo Bewegung 
Jk der eechste Punkt F bä O getreten , so hört mit det 
Bedingung y das« auch #* in bleiben eoll, dieBewen« 
fichkeit von Jb rdllig auf. 

§. 241. 

Ans den voranstehendMi Betrachtungen ergeben 
uch Iricht einige FäDe, in denen einem Systeme von 
weniger ab 6 Punirten, die in unabänderlichen Entfer- 
nungen von einander sind, im Allgemeinen keine Be« 
wegun^ mehr gestattet ist. Diese Fälle sind: 

1) bei mem Systeme von drei Punkten, wenn ein 
Punkt unbeweglich, ein zweiter in einer gegebenen Li* 
nie und der dritte in einer gegebenen Fläche beweg« 
lieh ist5 oder 

2) wenn die drei Punkte in gegebenen Linien be* 
weglieh sind (vergl. §« 203.)$ 

3) bei dnem Systeme von vier Punkten, wenn ein 
Ptankt unbeweglich und die drei andern in gegebmien 
flächen beweglich sind, oder 

4) wenn swei Punkte in gegebenen Linien und die 
iwei Übrigen in gegebenen Flächen beweglich sind; 

5) bei einem Systeme von fünf Punkten, wenn ein 
Punkt in einer gegebenen Linie und die vier andern in 
gegebenen Flädien bewegttch sind. 

Die zwei ersten dieser Fälle eilielleD aus Nr. 1., 

dfr dritte und vierte aus Nr. 2. und der ßlnfte aus 

Nr. '3r des vor. §. 

• 8* 
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§. 242. 

Wenn bei einem Systeme von n durch Berührung 
mit einander verbundenen. Körpern, deren jeder an sich 
frei beweglich ist, die gegenseitige Lage der Kerper 
unveränderlich sejn soll, so müssen sie sich in wenig- 
stens 6(n—i) Punkten berühren (§. 238.). Ob diese 
Vnveränderlichkeit der Lage in irgend einem bestimm- 
ten Falle wirklich statt findet, oder nicht,, lässt sich 
im Allgemeinen wohl nicht anders beurthälen, als dasfii 
man die 6(n — 1) in den Berührungen vorkommenden 
Pressungen aus den 6n ursprünglichen Crleichungen des 
Gleichgewichts eliminirt. Denn je nachdem dann 6 oder 
mehr als 6 Gleichungen übrig bleiben, ist die gegen- 
seitige Lage constant oder veränderlieh. Indessen giebt 
es, so lange nioht dergleichen Umstände, wie in §.193. 
bemerkt worden, eintreten, mehrere specielle Fälle, in 
denen man über die gegenseitige Beweglichkeit ohne 
vorangegangene Rechnung entscheiden kran* .So müs- 
sen sich z.B. 3 Körper in wenigstens 6 x 2=: 12 Pauk- 
ten berühren, wenn sie nicht mehr an einander sollen 
verschoben werden können. Aach findet im der That 
gegenseitige Unbeweglichkeit, im Allgemeinen wenig- 
stens, statt, wenn der erste dem iweites in 6, und der 
zweite dem dritten ebenfalls in 6 Punkten begegnet; 
nicht mehr aber^ wenn der erste den zweiten in 7, 
nnd der zweite den dritten in 5 Punkten borahit. Denn 
hängen dann aneh der erste and zwmte Körper fest zn- 
sammen, so ist doch der dritte an dem zw«ten Ter- 
sdiiriibar. 

Uebeihaupt leuchtet ein^ dass, je gleicIuniaBiger 
die 6 (m*-*1) oder raehrem Berühmagen. nnt^ den m 
Körpern Tertheilt sind, um se mehr zn erwarten steht, 
dass die Körper unbeweglieh gegen etnander sejn.wnr- 
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deo« Im Allgemeinen wird man sioh daher immer ron 
der gegenseitigen Uobeweglielikeit versichert halten kön- 
leD) wenn von den n sich in 6 {n — 1) oder mehreren 
Punkten berührenden Körpern je zwei sich in gleich-, 
fiel Punkten berühren* 

Wenn von n Körpern je zwei sich in m Punkten 
berühren, so ist die Anzahl' aller Berührungen = 4 mi» 
(li^l). Ist folglich bei diesem Systeme imn{n'^i) 
sss oder ^ 6(» — 1) und daher i9i^=soder >• 12, so 
ist die gegenseitige Lage der Körper unveränderlich« ' 

ff^enn demnacA 

van tioder^ mehr Körpern je %wei9ich int Punkte^ 
lederven 6 — — — — — _ -^i/hin/klen 
.^ — ^•^l '— .■ — ^-^3' ' 

-._:2 — — — — — 6 — 

berühren^' so' Jkann^ ohne dass Berührungen wegflal- 

len^ die gegeMeiHge JLage der Körper nicht geän^ 

dert werden. 

§. 243. , 

AehnUehe Betrachtungen lassen sich bei einem Sy- 
steme von €urveD, die in einer Ebene beweglich sind, 
anstellen. Das Gleichgewicht zwischen Kräften, die 
in einer Bbene auf ein darin bewegliches System fest 
mit einander verbundener Punkte, oder auf eine in der 
Ebene bewegliche Curve von unveränderlicher Gestalt 
wirken, erfordert die Erfüllung von drei Gleichungen. 
Bei einem Systeme von n Curven^ die sich in /iPuuk- 
ten berühren , hat man daher 3/i Gleichungen, worin p 
unbekannte Pressungen vorkonmien. Aus diesen Zn 
Gleichungen lassen sich zuerst 3 Gleichungen folgern, 
welche dem Gleichgetftichte aller n Curvenj als wären 
sie fest mit einander verbunden, ange)iÖren$ und wenn 
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sich auBser diesen drei aooh andere' voo PressangeD f r^e 
GleiohimgeB finden laeeen^ no mnd dies die Bedingung 
gen dei CrleiehgewifAte wegen statt findender gegeoi- 
seitiger Bewegiiebkeit der Cnrven in der Ejiene. Eine 
solohe Beweglict)keit giebt es daher immer» wenn 
8ii •—/'>' 3» also /^<C3(ii-^l)) d. b* wenn sieh die 
n Cnrven in weniger als 3 (i»-^l) Punkten berübrea» 
Bei 3 (ii-^1) nnd mehrem Beriibmngen dagegen, und 
wenn je ^wei Curven sieb in gleiobviel Ponkten berüh- 
ren) berrsebt im Allgenconen, naoh lUuilioben Sebliis^ 
sen, wie im vor. §,, gegenseitige Unbewegliebkeit Be- 
rubren sich daher je zwei Cnrven in m Punkten » und 
ist folglich die Zahl aller Berührungen =^118^(19— -i), 
so giebt es keine gegenseitige Beweglichlftit mehr^ 
wenn ^mn{H — 1) t=: oder ^ 3 (1»— 1), d. i, wenn 
mn s= oder >>> 6, und wir ziehen daraus den Sehluss: 
Wenn 4n einer Ebene tnm 6 Curven je wwei eich 
in i Punkte^ eder tnm 3 Curtßen je $neei sieh in 2 
Punkten^ oder wenn 2 Curven neh in SjntnJkten be* 
rühren^ so können weder die 6, noch die 3, noch die 
2 Curven in der Ebend dergeetalt an einander ver- 
schoben werden 9 dose sie einander in 4ben so viel 
Punkten 9 als a^ifangUchf $su berühren /ürtfahretf^^^ 
iedocb mit Ausnahme besonderer F<Hrmen der Curven; 
ist z. B. die eine von awei Curven ein Kreis, ee bleibt 
gegenseitige Beweglichkeit, in wieviel Pnnkten sie anob 
von der nadetn berührt werden nsAg. 



-<r- 



|. 2*4. 

Die Art nnd Weise über die gegenaeitige Beweg- 
lichkeit mit Lander verbundener Kürper an entschei- 
den , kann insbeaond^re daan nütM(i9 mn bei irgend 
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derselben gegeben stiyn nküttMn^ tim "dluWs Ufo BWt. 

gen tnitm zo.Mnneti. Denü dUr daifln> tridnn ^elu ein- 

tifra^ir tiüaMiaiigf g^ "Stücke der JPignr w bo glioiMirM. 

fciibl torbttndif^ s}nd> dädd dirrfeiui tito tibrijgM tlMh 
liesfitnfHieta laMeii, hteben «td aacb «iti6 btUMMteM» 

kiMr tihte^b^Aenrliöb^ La^ g^jN^ «tbAbd^. Röifebt 

Ubi^ di^ A'^&M der ge^MeH «tfickli ifcttif l!l«tiift. 

mnng der übrigen noch nicht biv^'-'flö'M^bt liWMi 
ffitb i^^m^t^'Ueii^y kuM t^^l \N^t«nil.^ vnbe- 
HMffa«ht libd >ei«tnlM^ FMUM Ath tfUh^r,' kid«^ 
Ift^ fi^äflW^tttff di;»' l^gtilf 4^irk«n' tibtot Mid dl» g«p. 

benen Stücke vtHi Wii1^ändei«»h«f»^lrtJ^e ÜHd FdNh 
iMttirffifti^' ftuf^ ft^diti)d;tVi^ ^'«M^äb^^fiäM» oder 
-S>^ MbMeU'tiHfVi^ einM.Raätn i^ä 3 DHA^nbionMi 
HeiEibifMMv^B*^i^'^f "«^ Eltone b^iiUkräiikt kt, so ^itld 
4!^b SHi<ikH 4Aif fii^mitteloii^ d» übrige« bifai^i. 

§. 245. 

<^* - XW Afes^is dui^Mi ehri^d lt^i8p}e1e ta^ Mäntern, 
'^Heti ^ «tr^Htifti eiÜemF%ed^ sämtfitl{i6he KM- 
Ml \hf€h lAü^eh tmoh g^^l^bn ^h lasti^^. Öie Ao- 
i^ähl' dchrstdlVed faefe^e ^, dte der Eckte b ikvA lili ^ht 
Vk6hbtL/. Wii< dMken nm^ lletoifaaefa dU Pol^eiiier 
als ötki System Vöii^ an öicif frei bdwäglibbeü ^ PiitiktÜri, 
jt Libien md f EUn^Ü^ dlb dergestalt mit tiinander 
Vtjrlnindto stüd, da^li j^d^ der ^ l^unkte In ^ewlsseh 
ihi Mer mehi^erü fl«r / Ebtfnbn d^tiglt^eh zu bleibi^fa 
grifi^fbigt Ist, jefd^ Mtt k LM^n aber tön g^göbener 
l2%!ä^^ ist uiid ^MtÄkt t^^ Ait e Punkte, di^ sieb ab 
{br9Ii fenden befittdcd, m titiftbailderlicb^r Ebtfe^nubg 
von tiiiäilder httit Lbsied l^hr nttt auf diö e Ecken 
K^Sfte vbkeü, diid Mt dä^ Ganste im Oldcbgiä^icMii, 
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SO mois anoh jede Eekp, jede Kante und jede Fläcbe 
besonders im Gleicbgewiobte seyn. 

. Auf jede Eoke wicken die unmittelbar an ihr an- 
gebrachten Kräfte, die Pressungen von den angrän- 
senden Kanten und die Pressungen von den Flächen, 
in- dcuDjansie ssugleich sich befindet« Das Gleichgewicht 
an jeder Ecke zwischen allen diesen Ejräften wird durch 
3 Gleichungen ausgedrückt^ also an dlien e Ecken 
durch 3e Gleichungen«. 

Das Gleicbgewidit an jeder Kante ist schop dar- 
gestellt, wenn wir die xwei Pressungen^ die jede Kante 
auf die zwei Ecken an ihren Enden ausübt, daander 
gleich und entgegengesetst annebiaen. , 

Das Gleichgewicht an jeder Fläche endlich ;swi- 
scheu den Pressungen, welche sie von den in ihs be- 
fipdlichen Ecken erleidet,^ fuhrt zu 3 Gieiobungeii (§; 73.), 
da diese Pressungen auf der Fläche aomial und dabe^ 
unter sich parallel sind, also das Gleichgewicht an^ al- 
len /Flächen zu 3/" Gleichungen« 

Man hat demnach in Allem 3^;if|- 3/! Gleichungen^ 
aus denen aber nodi die darin vorkommenden Pressun- 
gen.eUminirt werden müssen. Diese sind erstlieh die 
>& JPr essungen der ebei; so viel Kanten pMid zureitens 
2>t, Pressungen- der Flächen. . Denn jede Fläche erlei- 
d«^t so viele Pressungen, als sie Ecken ^ also i^^h ßo 
viele, als sie Kanten hat, und da jede Kantus • zweien^ 
Flächen gemeinschaftlich zugehört, so ist die Anzahl 
aller Pressungen der Flädien gleich der doppelten An- 
zahl der Kanten» In Allem siiw es didier 3^ Pressun- 
gen. Die Zahl der nach JBlimination der Pressungen 
übrig bleibenden Gleichungen ist folglich s=s 3e + 3^ 
_3i& = 6, da nach Euler's Theorem e+f^Jk^2 
ist Die Theile des Systems haben mithin keine ge- 
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^gßnßßitigßiBejgßglichkeiif pndvir schliessen hieraas 

.4qb äbrigaos sohon bekannten Satz: 

Sind säminUiohe Kanten eines Polyeders gegeben, 
, .. so lassen sieh damit /alle übrigen Stacke desselben 
.bestimmen. ,..> . 

. ' Doch ^^fin^en .von jener Unbeweglicbkeit und mithin 
. auch von diesem Satze in speciellen Fällen Ausnahmen 
.statt. Eine, solche macht %. B. ein Prisma; denn sind 
-bloss die Kmijken desselben unveränderlich , so kann^ 

wenn die eine Grundfläche unbeweglich angeiiommen 
..wird, dJQ B^iqbtung der einander parallelen Sf^iteiikan- 
. tf» jcfde .MieMge seyn. , > 






§: m: 

• . . . r. t. « 

...;;.. iPän Pqlje^^r ist, ein ^ystem zusammenhängender 
,.|l|bw^ yii^lecJLeL im ^aogi^ Projiciren wir jetzt ein 
dergleichen System auf e^e JBbene, oder, was das- 
^ selbe ist, constrpiren wir. in einer Ebene .ein System 
von VieloiokeQy.bei welchem,.. eben so wie beim Polye- 
der, jede Kante zwei Yielocken immer, zugleich ange- 
hört, so isc wiederum e -^ f — k= 2« Dabei wird 
aber nur in besondern Fällen durch die Kanten allein 
alles fiebrige bestimmt seyn. Denn nimmt man die 
Kanten wiedermn von unveränderlicher Länge an, und 
sollen Kräfte, die man in der Ebene an den locken 
anbringt > im . Gleichgewichte seyn, so hat man für jede 
Ecke zwiscbep..den unmittelbar auf sie wirkenden Kräf- 
ten und den Pr/essungen von den angränzenden Kanten 
swei Gleichungen, also zusammen ie Gleichungen, wenn 
man die ^wei Pressungen, die jede Kante auf die zwei 
an sie stösisenden Ecken ausübt, schon von vorn herein 
eiwoder „gleich und en^gengesetzt anninunf. Aus 
diesen 2e Gleichungen die k Pressungen der Kanten 
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Mmimrt^ m^aa^em ieher S Cfleidiiiii^eB tibiig UcftcB, 
wmI es miigs folglidi Sr^it^S seyii, %initiAeTh«ae 
. der Vigaf keine gegeeneitige Bewegfiehkeit lieben eol- 
leou Diese ffieest aeeh eeben deraos, 'inm bei 
Sjsteme Ton « Punkten in einer Ebene ie^^9 Ten 
ander nnnbhSngige Stfiek^ tdcbr Bestimirnng ier übri- 
gen binreieben *). 

Weil e+/''^Jt±='iy'ao kenn manüe lledingnn|^ 
rie^^Jk^r^a äneb aineAMckM dttrebi e^t±'f^ 1 «md 

^ft^it^^fl, d. b. 

Sollen bei einen Br a tte iii ^ müninn i en hll n gen d er 
▼ieleeke in einer Ebene samHiUidie 'KünlM ven em- 
ander unabhängig, ron ibnen aber alle übri^n Stöcke 
abhängig sejn, so mnss Sie Sckenzahl om Eins gros- 
•er als -ifee Fiftriienzahl neyn^ dde^^'^^air. MF datedbe 
bfaianskoiÄfelit: die KaäteiitllM mnss dai' Bibs g e tft i gft 
als die dopj^^lle Pläefaiio^ail sejm. 

Besteht^ dlisSjsMA \k derHiene tt» yDreieeke^ 
d l^iereeken^ f Fonfeeken^ H. s. tr., so^ «H offenbar 

Hiennit verwandelt sich die Gleichung ^f=^ /> -|- 1 in 



*) Bei cuMnSjstciM iMtf FMkloi iaBasn^ sia^^i»— OSücke 
bodisteni Ton asaader onabiiaiigig, oad tok ikBca alle ibrig^a ab- 
kiBSig« ^b *l>^ gletcfa, wie ebe« gezeigt worde»^ die Kmtealii»- 
^ea Mes Poljedert zer Hesdnmiuig aller übrigem kürckböi, ab nt 
fauMwk sidit tili ABgesielses 3e-^0«=»f. Bett kd eih Piotyedar 



x^ mwmAmA^ Bfliagssgiie, de» di« 4te JM^Jadia Vi 
eds, die dteud öle jedes Fiirfecka» etc. ia d« KI^^m der latea, 
Ütea oad 3tai Bdte Befgi, ab gegebese Sticke m tolradtou Die 
Gldcboag 3e— <=i^, abo aadi die daadt ideadicfcn S ^ ^ ^lad 
!2^ = f4- 4, gdtea diker Ssr fib Folyeder, wdAe'ltoatf %t6a IM- 
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4Mrmv8 vif sohlieBsan, das« bei derselben Pordeitu|ig 
mtnr dmL Flächen des Systems wenigstens zwei Drei- 
eoke sejo müssen, und zwar dann nicht mehr als SBwei 
Dreiecke, wenn die übrigen Flächen bloss Vierecke 
sind* Dies ist s, B. der Fall, wenn man ans 6 Punk- 
ten Jy By... F 3 Dreiecke AßCy DEF und 3 Vier- 
ecke ABDE, BCEFy CAFD construirt, wobei ac^6, 
ifcs=s9 und/=s:5 ist Zwei Dreiecke ABC und DEF 
m filier Ebene, deren Ecken durch drei Gerade AD^ 
BM und CF von unveränderlicber Länge verbunden 
snid, hajben demnach eine unveränderlidie Lage gegen 
(sinander; oder allgemeiner noch ausgedrückt: 

Werden von zwei in einer Ebene enthaltenen und 
darin beweglichen Figuren 3 Punkte der einen mit 3 
Pftnkten der andern durch 3 Gerade von unveränderli- 
eher Länge verbunden, so ist damit ihre gegenseitige 
Beweglichkeit aufgehoben. «- Bei zwei Figuren im 
Räume geschah dieses erst durch 6 YerbindungBlinien 
<4. 290. zu Ende.). 

Bin anderes Beispiel dieser Art ist folgendes: Von 
vmA Vierecken ABCD und FGHI (Fig. 64.) in einer 
Ebene verbinde man die Ecken des einen mit denen 
des andern durch die 4 Geraden AFj BOy CHy DI. 
Hierdurch entstehen. 4* neue Vierecke AO^ BHy CI^ 
DFy welche 'in Verbindung mit den 2 anfänglichen 
Vierecken und unter der Voraussetzung, dass sämml- 
liehe 12 Linien von unveränderlicher Länge sind, ein 
aech veränderliches System bilden, weil Dreiecke feh- 
lea# Fügt man aber noch eine Diagonale eines dieser 
Vierecke, als eine Linie von oonstanter Länge, hinzu, 
z« B. die Diagonale AC des YiereokM ABCD y so vor- « 
wandelt sich dieses Viereck in zwei Dreiecke und ee 
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tritt Unveränderliohkeit ein. Da bierdoroh sohon das 
System der 4 Punkte A^ By Cy D unveränderlich wird» 
so werden, wenn wir dieses System unbeweglich setzen, 
auch die 4 Punkte Fy Oy Hy I unbeweglich , welches 
folgenden Satz giebt: 

Hat man in einer Ebene ein bewegliches Viereck 
mit Constanten Seitenlängen und verbindet die vier 
Ecken desselben durch vier Ltniai von gleichfalls ooo^ 
•tauten Längen mit vier unbeweglichen Punkten der 
Ebene, so wird damit das Viereck selbst unbeweglidb. 

Dass dieser Satz auch vom Dreiecke gilt, fliesst 
unmittelbar aus dem Vorhergehenden« Er gilt aber, 
wie man sich leicht überzeugen kann, auch voi| jedem 
mehrseitigen Vielecke. 

§• 247. 

Wenn, wie wir in dem letzten Beispiele setzten, 
das zu untersuchende System unbewegliche Punkte mit 
enthält, und zwar wenigstens zwei oder drei solcher 
Punkte, nachdem das System in eider Ebene begriflBea 
ist, oder nicht,- so wird die gegenseitige Unbeweg- 
liehkeit seiner Theile zu einer absoluten Unbewe^icb^ 
keit. 

Bei der statischen Untersuchung der absoluten Un* 
beweglichkeit fallen die 6 Gleichungen fiir das Gleich- 
gewicht des Systems, als eines festen ^Ganzen, weg, 
nnd man hat bloss darauf zu achten, ob -sich aus &n 
Gleichnngeo für das Gleichgewicht der nicht unmittel- 
bar unbeweglich angenommenen Theile die Pressungen 
eliminiren lassen, oder nicht. Denn im ersten Falle, 
wct man, nach Elimination der Pressungen, die beim 
Gleichgewichte zu erfiiUenden Bedingungen erhält, muss 
noch Bew^lichkeit statt finden; im zweiten Falle da- 
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gegmky also wenn die Anzahl der Pressnngen eben so 
f;re88 oder grtMuier, ale die der Gleichungen, ief^ is^ das 
Sjrsteni onbeweglioh. 

Berühren uch z. B. xwei Körper in mehrern Punk- 
ten, nnd ist der eine Körper unbeweglich, so hat man 
bloss die 6 Gleichungen des Gleichgewichts für den 
anderii , and so viel Pressungen, als es Berührungen 
l^bt.' Bei 6 . and mehrern Berührungen wird folglich 
aaah.der andere Körper unbeweglich. 

' Oder hat man, wie im vor, $•, in einer Ebene ein 
l^eleek jiBC . • • mit constanten Seitenlangen und 
veiftnderlichen Winkeln, und verbindet jede Ecke durch 
eine Lanie von constanter L&nge mit einem unbewegli« 
eben Punkte der Ebene, A mit A\ B mit B'y u.s.w«, 
so giebt es, wenn an jeder Ecke eine Kraft angebracht 
wird, für das Gleichgewicht jeder Ecke, z.B. der Ecke 
By zwei Gleichungen zwischen der angebrachten Kraft 
und den Presspngen auf B von den Linien AB, BC 
oad BS. Damit femer die Seiten AB, BC,... im 
Gleidigewichte sind, müsssn die zwei Pressungen, wel« 
die jede auf die an ihren Enden befindlichen Ecken 
aniübt, einander gleich und entgögengesetzt sejo, also 
die Bichtungen der Seiten selbst haben, und wegen 
des Gleichgewichts der Linien AA\ BR,... müssen 
ihre Pressungen gleicher Weise in sie selbst fallen. 
Es giebt daher, wenn das Vieleck n Ecken hat, in 
Allem 2i» Gleichungen, und eben so viel unbekannte 
Pressungen, nämlich die der n Seiten und die der n 
Liaiw von .den Ecken nach den unbeweglichen Punk- 
ten. Das System ist mithin unbeweglich. 
.. , ; Hätte es noch Beweglichkeit, so würden sich A^ 
By.^^^m Kreisen um A* R,... als Mittelpunkte bewe* 
gen.- Ein Vieleck in einer Ebene, . dessen Seiten von 
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änderliober Länge sind ui^ nnbewegliohen Punkten zu 
begegnen genöthigt sind, so ist das Vieleck, wenn 
es auf eine Ebene beschränkt ist, gleichfalls unbe- 
weglich. 

Denn für das Gleichgewicht jeder Seite hat man 
zwischen den Kräften^ die man an ihr in der Ebene 
des Vielecks anbringt, und den drei Pressungen, welche 
sie dann von dem unbeweglichen Punkte, dem sie be- 
gegnen muss, und an ihren beiden Enden von den an- 
Btossenden Seiten erleidet, drei Gleichungen. Erstere, 
von dem unbeweglichen Punkte bewirkte Pressung ist 
auf der Seite normal und nur ihrer Intensität nach nn- 
bekannt. Letztere zwei Pressungen kennt man aber 
auch ihrer Richtung nach nicht Die Gesammtzahl al- 
ler der von letztem Pressungen herrührenden Stücke 
ist daher = 2i», die Zahl der von erstem Pressungen 
herrührenden = i», die Zahl der Gleichungen aber = 
dn. Mithin herrscht Unbeweglichkeit 

Ist ferner das Vieleck nicht in einer Ebene ent- 
halten, so ist die Anzahl der unbekannten Stücke (In^ 
tensitäten und Winkel) wegen der Pressungen der un- 
beweglichen Punkte auf die an ihnen beweglichen Sei- 
ten ersichtlich =2^, und die wegen der Pressungen 
an den Ecken, = 3^; die Anzahl der Gleichungen aber 
ist = 5^, nämlich 5 für jede Seite, da, wie sich leicht 
zeigen lässt, das Gleichgewicht zwischen Enften im 
Baume, welche auf Punkte wirken, die in einer Ge- 
raden liegen, schon durch 5 Gleichungen bedingt ist* 
Das Vieleck ist daher auch in diesem Falle unbeweglich. 
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Fflnfres Kapitel. 

I 

Ton der unendlich kleinen Beweglich- 
keit. 

§. 250. 

Wenn bei einem Systeme mit einander verbunde- 
ner Körper, öder äberhanpt bei einer Figur, deren 
Theile einzeln gegen einander bewe^ch sind, aus den 
Gleichungen des Gleichgewichts, welche für die ein- 
zelnen Theile zwischen an ihnen augebrachten Kräften 
nnid den dadurch entstehenden Pressungen sich aufstek 
len lassen, entweder gar keine Tcn Pressungen freie 
Gldchnngen , oder nur diejenigen sechs oder drei Glei- 
ohungen gefunden werden können, welche für das 
Gldchgewicht der Fignr, als eines fest zusammenhän- 
genden Ganzen, erforderlich sind, so ist, wie wir im 
Torigen Kapitel gesehen haben, die Figur entweder 
ganz unbeweglich, oder doch die gegenseifige Lage 
ihrer Theile unveränderlich. Nichtsdestoweniger lassen 
sich in jedem solchen Falle specielle Bedingungen für 
das Verhalten der Theile zu einander ausfindig ipachen, 
unter denen die Unbeweglichkeit aufhört, Bedingungen, 
die nicht selten zu noch andern sehr bemerkenswerthen 
Eigenschaften der Figur hinführen und daher einer 
nähern Erörterung nicht unwerth seyn möchten. 

Um die Untersuchung nicht zu weit auszudehnen, 
wollen wir bloss den Fall in Betracht ziehen, wo die 
Anzahl der von den Pressungen herrührenden unbekann- 
ten Grössen eben so gross als die Zahl der Gleichun- 
gen ist, und wo daher, damit Unbeweglichkeit herrsche, 
jede der Unbekannten aus den Gleichungen sich be- 
n. 9 
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stimmeD, keine aber von den Unbekannten ganz freie 
Gleichung sich finden lässt. 

Ist eine Pressung nicht bloss ihrer Intensität ^ son- 
dern auch ihrer Richtung nach unbekannt, so treten 
einer oder zwei Winkel, wodurch die Richtung in einer 
gegebenen Ebene oder im Räume überhaupt bestimuAt 
wird, als Unbekannte mit auf. Um aber grösserer 
Gleichförmigkeit willen es bloss mit unbekannten In- 
tensitäten zu thun zu haben, wollen wir statt einer Pres- 
8ung, deren unbekannte Richtung in eine gegebene 
Ebene fällt, zwei setzen, die, an demselben Punkte, 
wie die erstere, angebracht, nach zwei beliebig ange- 
nommenen Richtungen in der Ebene wirken; und wenn 
auch keine Ebene gegeben ist, in welcher die Richtung 
begriffen ist, so wollen wir uns die Pressiing nach 
drei willkührlichen Richtungen zerlegt denken und da- 
her statt der einen Pressung drei setzen, welche nach 
gegebenen Richtungen thätig sind. Die Anzahl der 
Unbekannten bleibt dabei gehörigermassen unverän- 
dert 

Seyen demnach, wie wir uns dieser Bemerkung 
zufolge ausdrücken können, eben so Tiel Pressungen 
als Gleichungen vorhanden, und aus den Gleichungen 
alle Pressungen bis auf eine eliminirbar. Man führe 
eine solche Elimination aus. Da alle anfänglichen Glei- 
chungen hinsichtlich der Pressungen sowohl, als der 
unmittelbaren Kräfte, von linearer Form sind, so wird 
es auch die durch die Elimination erhaltene sejn. Man 
setze in dieser Gleichung den CoefBcient der einzigen 
darin noch vorkommenden Pressung, welcher mit a 
bezeichnet werde, =0, so bleiben in der Gleichung 
nur noch Kräfte, aber keine Pressungen zurück« Da 
also jetzt die an der Figur angebrachten Kräfte nur 
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dann sich das Gleiobgewioht halten, wenn dieser zwi- 
schen ihnen allein bestehenden Gleichung Genüge ge« 
Schicht , so «chUessen "wir: 

Unter der Voraussetzung, dass zwischen den Thei- 
len der Figur die Gleichung a=:0 statt findet, ist die 
ohnedies unbewegliche Figur beweglich. 

§. 251. 

Um die Natur der Bedmgungsgleidiung a s=s für 
die Beweglichb:eit und der dann nöthig werdenden Glei- 
chung für das Gleichgewicht näher zu untersuchen, 
wollen wir annehmen, dass in dem Systeme nur drei 
Pressungen /9, ^, r Torkommen. Die eben so vielen 
Glridiungen für das Gleichgewicht der einzelnen Theile 
der Figur sejen: 

IS + ap + 6y + er = 0, 
Sr + a^p+fff+cTr = 0, 

wo Sj S^^ S^' lineare Functionen der auf die Figur 
wirkenden Kräfte vorstellen, und n, 6j...e" gegebene 
Coefficienten der Pressungen sind. Um nun zwei der 
drei Pressungen, etwa ^ und r, zu eliminiren, multi- 
plicire man die 3 Gleichungen resp. mit ^ g^ hj addire 
sie und setze zur Bestimmung, der Yerhältnisse zwischen 

(2) ä/+*> + ä"ä=«0, {Z) cf+c'g + &'h^9. 

Hiermit wird 

(4) ^+Ä>+Ä"Ä + («/+<<g' + Ä">4)/»=0, 

worin nur noch die einzige Pressung p enthalten ist. 
Setzen vir den Coefficienten derselben =0, so kömmt: 

(5) af-^-tfg + ^'^^Oy 

nnd damit (6) SfJ^ STg + S^'h = 0, 

9* 
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von welchen zwei Gleichungen die erstere die Bedin- 
gung a = fiir die Beweglichkeit der Figur, die letz- 
tere aber die Bedingung für das bei dieser Beweglich- 
keit st«tt finden sollende Gleichgewicht ist. Die Glei- 
chung a==0 kann daher auch als das Resultat der Eli- 
mination von^ gj h aus (2), (3) und (S) angesehen wer- 
den, und man muss folglich immer zu der nämlichen 
Gleichung a = gelangen, welches auch nach Elimi- 
nation der übrigen Pressungen die noch rückständige 
ist. Dasselbe folgt auch noch daraus, dass man a=0 
als die Bedingung betrachten kann, unter welcher sich 
/», y, r aus den 3 Gleichungen (1) zugleich elimiuiren 
lassen, so wie auch daraus, dass, weil a bloss aus den 
Coefficienten 0, £,,..e^ von /9, ^, r zusammengesetzt 
ist, die Gleichung a = aus den 3 Gleichungen (1) 
her\'orgehen muss, wenn man in diesen die Kräfte, 
und damit jS>, S\ S" null setzt und hierauf die^ 2 Ver- 
hältnisse zwischen den 3 Pressungen aus (1) eliminirt. 
Man bemerke noch, dass durch Zerlegung von (4) 
in die zwei Gleichungen (5) und (6), also durch An- 
nahme von a = 0, der aus (4) , zu^ folgernde Werth von 
py und damit auch dieWerthe der beiden andern Pres- 
sungen f und r unbestimmt werden* 

Dieselben Schlüsse lassen sich nun offenbar auch 
auf jede grössere Anzahl anfänglicher Gleichungen, 
worin eben so viele Pressungen vorkommen, anwenden, 
und man gelangt demnach immer zu derselben Bedin- 
gungsgleichung für die Beweglichkeit und der dann m 
erfüllenden Bedingungsgleichung ffir*s Gleichgewicht, 
welches auch die Pressung ist, bis auf i^elche alle 
übrigen Pressungen aus den Gleichungen eliminirt wer-~ 
den» Beabsichtigt man bloss die Bedingung für die 
Beiveglichkeit zu finden, so kann man die Reohnung 
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dadurdi nooh Tereinfaohen, dass man die Glieder, 
welche nicht Pressungen, sondern Kräfte enthalten, 
gleich anfangs weglässt und aus den somit abgekürzten 
Gleichungen die Pressungen, oder yielmebr die Yer» 
hältnisse zwischen denselben, elimioirt. Die Pressun- 
gen selbst endlich werden beim Gleichgewichte der be- 
weglich gewordenen Figur jederzeit unbestimmt 

f 252. 

Die Unbeweglicblceit, welche statt findet, wenn die 
Anzahl der in den Gleichungen vorlsommenden Pres- 
sungen eben so gross, als die der Gleichungen selbst 
ist, ist von der Beschaffenheit, dass sie sogleich auf- 
hört, wenn nur eines der unveränderlich gesetzten 
Stücke der Figur, es heisse a, veränderlich angenom- 
men wird. Denkt m^n sich nun die Figur in die Be- 
wegung versetzt, die durch die Annahme, dass a ver- 
änderlich seyn soll, möglich wird, so werden dabei je 
zwei zunächst auf einander folgende Werthe von a im 
Allgemeinen von einander verschieden, und nur, dann 
einander gleich seyn, wenn a ein Maximum oder Mi- 
nimum geworden ist Es wird folglich, wenn man das 
a, sobald es diesen seinen grössten oder kleinsten Werth 
erreicht hat, wieder unveränderlich werden lässt, der 
Figur eine, obwohl unendlich kleine, Beweglichkeit 
übrig bleiben. 

Die Bedingungsgleichung a=:0, bei welcher die 
ohnedies unbewegliche Figur Beweglichkeit erhalten 
soll, kann daher, im Allgemeinen wenigstens, keine 
andere Relation zwischen den Theilen der Figur aus- 
drücken, als diejenige, bei welcher a seinen grössten 
oder kleinsten Werth hat, und wobei die Figur noch 
nm ein unendlich Geringes verrückbar ist 



N 
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Die bei a = statt findende Beweglichkeit der 
Figur ist daher im Allgemeinen unendlich klein , und 
jedes von den unveränderlich gesetzten Stücken der 
Figur, wie Oy hat, wenn man es veränderlich werden, 
die übrigen aber constant bleiben lässt, bei der Rela* 
tion a=:0 seinen grössten oder kleinsten Werth. Man 
sieht hieraus, wie die Statik nicht selten mit Yortheil 
angewendet werden kann, um geometrische Aufgaben 
über Maxima und Minima zu lösen. Vorausgesetzt, 
dass je zwei veränderliche Stücke der Figur von ein- 
ander abhängig sind, dass also, wenn irgend ein Werth 
eines der veränderlichen gegeben ist, damit die gleich- 
zeitigen Werthe der übrigen veränderlichen bestimmt 
sind, nehme man das veränderliche Stück, dessen gröss- 
ter oder kleinster Werth gesucht wird, als unveränder- 
lich an und lasse, nachdem die Figur in einer Ebene 
oder im Baume überhaupt enthalten ist, zwei oder drei 
Punkte derselben unbeweglich werden, wenn anders 
nicht schon unbewegliche Punkte in der angegebenen 
oder in noch grösserer Zahl darin vorkommen. Durch 
Ersteres wird die Figur selbst unveränderlich und durch 
Letzteres unbeweglich. Man bringe nun an der Figur 
Kräfte an, entwickele die Gleichungen für das Gleich- 
gewicht ihrer einzelnen Theile und eliminire alle darin 
enthaltenen Pressungen, die immer mit den Gleichun- 
gen selbst in gleicher Zahl vorhanden seyn werden, 
bis auf eine, so wird der Coeffident dieser noch übri- 
gen Pressung, = gesetzt, die Bedingung anzeigen, 
unter welcher jenes veränderliche Stück rin Maximum 
oder Mmimum wird. 

Nachfolgende Beispiele werden, diese Betrachtun- 
gen zu erläutern, dienen. 
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§. 253, ^ , 

Aufgabe« Die BedinguDg zu finden, unter wel-j^ 
eher ein Winkel C eines ebenen Vierecks ABCD 
(Fig. 65.), dessen Seiten unveränderlicbe Längen ha* 
ben, seinen grössten oder kleinsten Werth erreicht. ' 

Auflösung. Man nehme den Winkel C unver 
ftnderlieh an, lasse die Ecken C und D^ und somik 
auch B^ unbeweglich werden, und untersuche nun, in 
Tirelcbem speoiellen Falle der Ecke A Beweglichkeit 
noch übrig bleibt. Zu dem Ende bringe m^n an A 
eine Kraft P nach einer beliebigen Richtung AE in 
der Bbeoe des Vierecks an. Die Pressungen, welche 
dabei die Ecke A von den Seiten AB und AD er- 
fährt, eeyen b und d^ so hat man für's Gleichgewicht 
Ton A die zwei Gleichungen: 

Psia DAE^ b sinBADy PsmEAB = d sin BAD. 

Aus diesen können aber die Pressungen b und d 
nur dann herausgehen, wenn sin ^^/) = ist, also 
wenn \^ mit B und D in gerader Linie liegt. Dies 
ist demnach die Bedingung, uij^ier welcher die Ecke 
A noch eine, wiewohl unendlich kleine, Beweglichkeit 
hat| und wo folglich der Winkel C, wenn er verän- 
derlich betrachtet wird, seinen grössten oder kleinsten 
Werth erreicht. Man gewahrt übrigens leicht, dass C 
ein Maximum oder Minimum ist, nachdem A in der 
Geraden BD zwischen oder ausserhalb B und D 
liegt. 

Man bemerke noch, dass, wenn sin BAD = 0, 
jede der zwei Gleichungen des Gleichgewichts sich auf 
P=0 reducirt; d. h. ist ein beweglicher Punkt A mit 
zwei unbeweglichen B und D durch Linien von can- 
stanten Längen verbunden , und liegt A mit B und D 
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in einer Geraden ^^ so reicht sobon die kleinste Kraft 
hin, um A am der Geradeü BD^ jedodi nur um ehi 
unendlich Weniges, zu entfernen. 

§. 254. 

Aufgabe. Die Ecken eines ebenen Vierecks 
ABCD^j (Fig, 66.), welches ' Seiten Ton ccnstanter 
Länge, aber yeränderliche Winkel hat, sind in unbe- 
weglichen in der Ebene des Vierecks enthaltenen Li« 
men fyg^hji beweglich, und daher das Viereck selbst 
im Allgemeinen unbeweglich (§. 247.). Die Bedingung, 
unter welcher es beweglich wird, und damit die Bedin- 
gung zu finden, unter welcher, wenn eine Seite des 
Vierecks yeränderlich gesetzt wird, dieselbe ihren gröss- 
ten oder kleinsten Werth erhält 

Auflösung. Man bringe an den Ecken Ay B^ 
Cj D resp. die Kräfte JP, Qy By S an und nenne 
Py 7» ^9 * il^^ Richtungen. Die Pressungen, welche 
dann die Ecken von den Linien, in denen sie beweg- 
lich sind, erleiden, und welche daher auf den Linien 
selbst normal sind, heissen 7, 27, |^ Wj ihre Rich- 
tungen f, Uy t/, Wn Werden nun die Seiten AB^ BC^ 
CDy DA des Vierecks resp. mit a, b, e^ d bezeichnet, 
80 hat man (§. 220. zu Ende) fiir das Gleichgewicht 
zwischen den auf die Ecken wirkenden Kräften und 
Pressungen die Gleichungen: 

iP sin dp + TAi^dt gsin^y + TJ%\\kb u 
sin«b sino^ ""• 

.oder, weil /, Uy v^ w auf y^ g^ hj i normal sind: 

Fwidp + rcos<y _^ ^ sin ^y + t7 cos bg 
sinifo sino^ ' 
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« 

- , Qiinag+ Uco&ag Msinor+yooHcA 

und eben so ■: — r ^ =:^ ;— x- — - — 9 

sin od Bin 60 

JH9in6r+ Voos bh S sin ds + JF^oos di 
sin^c sincrf ■ * 

Ä sin ^* + Weoi ci ■• Psin g/> + Toos g/ 
sincfif ' sin da 

Setzt maD nun in diesen vier Gleichungen, der in 
4* 251. gegebenen Vorschrift gemäss, die Kräfte Pj 
Qy Ity S =^ und eliminirt hierauf, die Pressungen 
Ty Uy Vy VTj so kommt 

, . cos af cos bg cos ch cos di . 
^ ^ cos a^ cos oh cos e« cos f^ ' 

als die gesuchte Bedingung* , 

§. 255. 

Zusätze, a. Man errichte in A^ B^ C> D auf 
/, ^, hy i die 4 Normalen AK^ BL^ CM^ DN. Be- 
gegne die Iste derselben der 2ten in L^ die 2te der 
3ten in M^ die 3te der 4ten in N und die 4te der Isten 
in Kj so ist cosa^= An LAB ^ ooa ag s=z sin ABIJ^ 
und es verhält sich daher 

COS qf: oosag = BL : AL^ 
und eben so cos bg : cosM' = CM : BM^ 

n. 8. w. Hiermit wird die erhaltene Bedingungsglei- 
ehung: 

AK BL CM^ DN^ 

AL • 'EM • CN • DK "^ *' 

d» h.:. Beschreibt man um das Viereck AB CD ein 
tweites KLJMJVy dessen Seiten auf den Linien, in de-' 
neu die Ecken des ersten beweglich sind, normal ste« 
hen, 80 muss das Product aus den Verhältnissen, nach 
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denen die Seiten des zweiten von den Ecken des er- 
sten gefheilt werden, der Einheit gleich seyn. 

b^ Die Richtigkeit dieser Gleichung lässt sich anch 
leicht auf rein geometrischem Wege darthun. Man 
nehme in^ g^^. unendlich nahe bei ^, jff • . die Punkte 
jr, ff, C, ly dergestalt, dass I. A'ff = AB, IL ffC=t 
BCy 111. (7D' = CDj so muss, wenn das Viereck 
ABCD mit constanten Seitenlangen unendlich wenig 
im Vierecke y^^e' verrückbar seyn soll, auch IV. D'A'^x 
DA seyn. Da also A'ff = AB^ und weil, wegen der 
rechten Winkel A'AL und ffBL, A'L = AL und 
ffL = BL ist, so ist der Winkel A'Lff = ALB, 
folglich der Winkel ALA' = BLff^ und es verhält 

sich daher 

AA'iBff = ALiBL. 

Eben so fliessen aus IT., III. und IV. die Propor- 
tionen : 

BffxCC^BM.CM, 

CC .Diy=CN.DN, 
Da.ÄÄ=DKxAK. 

Zur Beweglichkeit ist aber das Zusammenbestehen der 
4 Gleichungen I.,..IV. erforderlich, folglich auch das 
Zusammenbestehm der 4 daraus abgeleiteten Propor- 
tionen; diese aber, mit einander verbunden, führen 
zu der in a. erhalteneu Gleichung. 

' c. Der Winkel ÄffCj in welchen bei Verrückung 
des Vierecks der Winkel ABC übergeht, ist = ABL 
*f- LffM + MffC. Nach b. sind aber die Dreiecke 
AffL und Mffa den Dreiecken ABL und MBC 
gleich und ähnlich« Hiermit wird der Winkel AI ff (7 
:=^ABL^LffM J{^ MBC =^ ABC + LffM. Der 
Winket ABC erhält daher bei der Verrnehnng das 
Increiaent LffMj und bleibt folglich nur dam» uoge- 
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andertj^ wenn M mit L sasammenfäUt. Eben so wird 
bewiesen 9 dass der Winkel BCD nur dann sieb nicht 
ändert) wenn N mit üf zusammepfkllt; u. s. w* Soll 
folglich das Viereck ohne Aenderung seiner Winkel 
verrüokbar seyn, so müssen die vier auf/", |f, •• in 
A^ B^. * errichteten Perpendikel sich in einem Punkte, 
er heisse 0^ schneiden. Dass umgekehrt, wenn diese 
Bedingung erfüllt ist, jederzeit auch Beweglichkeit statt 
findet, erhellet sogleich aus d^r Formel in a., in wel- 
cher fiir diesen Fall AL—AK^ BM = BL^ etc, ist, 
aber auch schon daraus, dass, wenn das Viereck mit 
oonstant bleibenden Winkeln um den Punkt O um ein 
unendlich Geringes gedreht wird, die Ecken Ay ^, .. 
Normalen auf OA^ OB^... beschreiben und folglich in 
/\ g^** fortrücken. 

^ d. Analogo Resultate^ wie wir jetzt für ein Viereck 
gefunden haben, ergeben sich auch für jedes andere 
Vieleck. Soll insbesondere ein Dreieck ABC^ dessen 
Seitenlängen constant sind, mit seinen Ecken in den 
Seiten fygyh eines unbeweglichen Dreiecks beweglich 
seyn, so müssen, weil mit den constant gesetzten Sei- 
tenlangen eines Dreiecks auch die Winkel desselben 
unveränderlich werden, die drei in A^By C a,u[ Jlg^A 
errichteten Perpendikel sich in einem Punkte O schnei- 
den« Das Dreieck ABC ist alsdann um O ein unend- 
lich Weniges drehbar. 

Aehnlicber Weise zeigt sich, dass, wenn in einer 
Ebene zwei Curven in drei Punkten einander berühren 
und daher unbeweglich gegen einander sind (§• 243.) 
eine unendlich kleine Beweglichkeit in dem Falle ein- 
tritt, wenn die Normalen in den drei Berührungspunk- 
ten in einem Punkte zusammentreffen. 
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§. 256. 
Auf die jetzt behandelte Aufgabe redncirt «ob aach 
der in §. 247. gedachte Fall, wenn die Ecken eines 
ebenen Vielecks , dessen Winkel sich ändern können^ 
durch Linien Ton unveränderlicher Länge mit unbeweg- 
lichen Punkten in seiner Ebene yerbunden sind, z. B» 
die Ecken ABCD des Vierecks AC (Fig. 64.) mit 
den Punkten Pj Gj H^ /. Denn alsdann sind A^B^... 
an sich in Kreisen beweglich, deren Mittelpunkte F^ 
Oy sind, und die unendlich kleine Beweglichkeit 
wenn sie anders möglich ist, besteht darin, dass A^ 
JB*, •• in Linien fortrucken, welche auf den Verbindungs- 
linien AF^ BO^.: normal sind« Diese Beweglidikttt 
findet aber nach §• 25S. a. dann statt, wenn das Pro- 
duct ans den Verhältnissen, nach weldien die Seiten 
des Ton den Verbindungslinien in ihrer Folge gebilde- 
ten Vielecks in den darin liegenden Ecken des beweg- 
lichen Vieledcs geschnitten werden, der Einheit gleich 

ist 

Wenn die Verbindungslinien verlängert in einem 
Punkte O zusammentreffen, so wird das Vieleck um O 
um ein unendlidi Wemges drehbar, und seine Winkel 
bleiben dabei ungeändert Fallen aber die unbewegli- 
chen Punkte selbst in einem einzigen O zusammen, so 
kann das Vieleck um O völlig herumgedreht werden, 
und die unendlich kleine Beweglichkeit wird eine end- 
liche. 

Sind die Ecken eines Dreiedcs mit drei unbeweg- 
lidien Punkten verbunden, so müssen sidi, wenn das 
Dreieck noch um ein unendlich Weniges verröckbar 
seyn soll, die drei Verbindungslinien in einem Punkte 
sdmeiden« Hat man daher überhaupt zwei in ein^r 
Ebene bewegliche Figuren und verlnndel drei bestimmte 
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Punkte der einen mit drei bestimmten Punkten der an- 
dern durch drei gerade Linien von nnveränderlicher 
Länge (§• 246.) , so bleibt nur in dem Falle eine un- 
endlich kleine gegenseitige Beweglichkeit noch übrige 
wenn die drei Linien oder ihre Verlängerungen sich 
in einem Punkte begegnen, 

§. 257. 

Aufgabe. Vier gerade Linien a, by Cy d (Fig. ^7.) 
von unbestimmter Länge, von denen jede der nächst- 
folgenden und die letzte der ersten zu begegnen genö- 
thigt ist, liegen in einer horizontalen Ebene und sind 
resp. um die unbeweglichen Punkte F^ 6y Hj I dieser 
Ebene in verticalen Ebenen drehbar. Man soll für die- 
ses System, welches im Allgemeinen .unbeweglich ist 
(§. 248.), die Bedingung der Beweglichkeit und die 
dann nöthige Bedingung des Gleichgewichts finden. 

Auflösung. Sejen resp. A^ jB, Cy J9idie Be- 
gegnungspunkte von a und Ay b und e, etc. Weil 
€v, £, . . in verticalen Ebenen beweglich sind, so rücken 
diese Punkte, wenn das Sjstem beweglich ist, in ver- 
ticalen Linien fort. Auf beliebige Punkte Py Qy Ry S 
der Linien a, by Cy d lasse man Kräfte py ^, r, # nach 
verticalen Richtungen wirken. Dabei seyen t, t#, Vy w 
die Pressungen , welche in Ay By C, D auf die Linien 
Oy by Cy d vou dcu Linien by Cy dy a (nach verticalen 
Richtungen) ausgeübt werden, also — ty.. — «i^ die Pres- 
sungen in Ay..D von a, by c, d auf by c, dy a. Die 
Gleichungen für's Gleichgewicht der um J^,../ beweg- 
lichen Linien a,..</ sind alsdann*: 

FB.p — FD.w + FA.t = 0, 
GQ^.i/^GA.t JtOB.uz=z% 

HR.T'-HB.u+HC.v^Oy 
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IS .« — IC\ v + /D.w=Q. 

t 

Eliinipirt uian hieraus die PressuDgen t, Uy «;, in- 
dem man in der Isten Gleichung für t seinen Wertli 
aus der 2ten, «hierauf in der resultirenden Gileichung 
fiir u seinen Werth aus der 3ten substituirt, u. s. w. 
und bezeichnet man noch der Kürze willen die Momente 
FP.py 6Q. jy... der Kräfte /?, j^, .. mit p^^ i/^^ r^, 
#^,80 kommt: 

= a • 

Hierin den Coe£ßoienten der noch übrigen Pressung 
«c, = gesetzt, ergiebt sich die Bedingung der Be- 
weglichkeit: 

1 4\ EA ^ U£. JUL—i 

^^^ GA'UB' IC FD ~'' 

und die rückständige Gleichung: 

,PA/ , OB/ nC \\ n . 

{B) f,p,FP+g.y.GQ-{-h.r.HR-^i.t.IS=:Oy 

^ofig = GAiFA,g'.h==^HB'.6B,k.*=:IC'.HCy 

ist die alsdann nöthige Bedingung für's Gleichgewicht; 

$.258. 

Zusätze« a. Die Bedingungsgleidiiing für die 
Beweglidiiieit des Vierecks ABCD kann man noch 
einfacher 9 als im Vorigen, auf folgende Weise finden. 
Kommen durch Drehung der Linien a^ b^ e um F^ O^ H 
die Punkte Ay By CyD m den verticaleo Linien, worin 
sie beweglich sind, nach A\ By (7y D^y so Terhält 
sich offenbar 



Von der unendlich kleinen BewegUchlLeit. f 43 

DBT.AA'^FD.FA^ 
Ajr.Bff^GAiOBy 
BB X CC ^HB.HC. 

Damit nun auoh die am / drehbare Linie d duroh 
(j und D' geben könne 9 muss sieb verhalten: 

CCiDjy^IC.ID. 

Hieraus aber folgt in Verbindung mit den drei vor- 
hergebenden Proportionen die obige Bediugungsglei* 
obung. — Man bemerke noch, dass. die naohherigen 
Oerter A\ B^y.. von Ay B,.. abwechselnd über und 
unter die horizontale Ebene fallen, wenn, wie in der 
Figur^ die unbeweglichen Punkte /^, £r, •• in den Li- 
nien a^ Ay zwischen den Begegnucigspunkten A^ By.. 
dieser Linien, nicht ausserhalb derselben, liegen. tJebri- 
gens sieht man leicht, dass die Beweglichkeit, wenn 
eine solche statt findet, hier nicht eine unendlich kleine 
ist, sondern dass bei der vorausgesetzten unbestimmten 
Länge der Linien a, ^, • • die Punkte A^ jB, • • jeden 
beliebigen Abstand von der horizontalen Ebene errei» 
oben können. 

b^ Die Bedinguogsgleichung fiir*s Gleichgeinicbt lässt 
sich auch durch das Princip der virtuellen Geschwin- 
digkeiten entwickeln. Sind nämlich P", Q\.. die Oer- 
ter, welche die Angriffspunkte /^, Q,.. der Kraft e/»,^,.. 
nach einer unendlich kleinen Verrückung des Syetems 
einnehmen, so sind FP'y Q,Q^y.. vertical, fallen da- 
her mit den Richtungen von py ^, «• zusammen, und 
es ht folglich beim G^eicbgewiohte: 

PF.p + Qtt'.g + RB! .r + S8!.$ = 0. 

Nun verhält sich 

PF.AA'^FPiFAy 
AAix(tQ'^GA.OQy 
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mithin PP:aft= OA.FPiFA. 6Q, 

n. 8. w. übereinstimmend mit dem bereits Gefundenen* 

c. Zu ganz analogen Resultaten wird man geführt, 
wenn statt 4 Linien, 3 oder mehr als 4 Linien auf die 
vorige Weise mit einander verbunden sind und um un* 
bewegliche Punkte gedreht werden können« Für 3 Li- 
nien insbesondere, BC^ CA^ ABy welche resp. um die 
Punkte Fj Oy H drehbar sind, ergiebt sich als Bedin- 
gung der Beweglichkeit: 

FB GC HA . 
FC OA HB—^ 

Nur also, wenn JP, Oy H iu gerader Linie liegen, 
(vergl. §. 232. c.\ ist das Dreieck ABC beweglich. Und 
in der That lässt es sich dann um die Gerade FOH^ 
als um eine Axe drehen« Die virtuellen Oeschwindig- 
keiten PP^^ Q(ty RR siud alsdann den Abständen der 
Punkte P, Q, R von dieser Axe proportional, und die 
Gleichung PP* . /9 + . . = 0, d. i. die Bedingungsglei- 
chtung für's Gleichgewicht, drückt, wie zu erwarten stand, 
aus, dass das Moment der Kräfte in Bezug auf die 
Gerade, um welche das Dreieck drehbar ist, null seyn 
muss. 

d. Eben so wie das Dreieck wird auch das Vier- 
eck und jedes andere Vieleck, sobald die unbewegli- 
liohen Punkte ihrer Seiten in einer Geraden liegen, 
um diese Gerade drehbar. Dasselbe giebt auch die Be- 
dingungsgleichung zu erkennen, da immer das Product 
aus den Verhältnissen, nach welchen die Seiten eines 
ebenen Vielecks von einer beliebigen Geraden geschnit- 
ten werden, der (negativen) Einheit gleich ist. Indes- 
sen ist diese Beweglichkeit bei Vielecken von mehr als 
drei Seiten nur als ein specieller f all zu betrachten. 
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. der sioh dadurch noch auszeichnet^ dass das anfänglich 
ebene Yieleok ein solches auch während der Bewegung 
bl^ibty und bei einer nur unendlich kleinen Bewegung 
seine Form nicht ändert 

e. Zwischen der jetzigen Aufgabe und der yerher- 
gehenden findet in gewissem Sinne ein duales Yerhält- 
niss statt. Denn so wie dort die Ecken eines Vielecks 
in unbeweglichen Geraden beweglich waren, so sind 
hier die Seiten eines Vielecks um unbewegliche Punkte 
drehbar. Diese Dualität der beiden Aufgaben giebt 
sich auch in der Aehnlichkeit der Bedingungsgleichun- 
gen (a) und {A) zu erkennen. Denn aus der letztem 
Gleichung erhält man die erstere, wenn man die gros- 
seii Buchstaben in die entsprechenden kleinen verwan- 
delt und von den durch af^ og^.^. ausgedrückten Win- 
keln die Cosinus nimmt. 

Auf gleiche Art lässt sich aus der Gleichung (JS) 
fiir's Gleichgewicht der auf beliebige Punkte P, Qy 
der Linien Oy by.. und rechtwmklig auf der Ebene der 
letztern wirkenden Kräfte p^ q^.. die Gleichung fiir's 
Gleichgewicht der nach beliebigen Richtungen p g^^. 
auf die Punkte A^ By.. und in der Ebene der letztern 
wirkenden Kräfte Py Qy.. herleiten. Es ist nämlich 
diese Gleichung: • 

(6) F. P 009 Jp+ 6 . Q ooagf+ff. R cos hr^L S cos ##=0^ 

wo Fl Gzx= 008 ga : oosfay O iH =^ cos hb : eosgby etc. 
Den Beweis däfiir wird man sich leicht selbst ent- 
wickeln. 

Noch eine Betrachtung, die fiuf beide Aufgaben 
gleich anwendbar ist, die ich aber der Kürze wegen 
nur in Bezug auf die letztere anstellen will, enthält 
der folgende f. 
m 10 
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V 

%. 259. 

8ey uiBC (Fig. 68.) das vorhin betrachtete, Von 
den Linien a^ 6^ e gebildete Dreieck mit den unbeweg- 
lichen Punkten JP, €7, H in a, 6j c» Diese Punkte sol- 
len nicht in einer Geraden liegen, und daher das Drei- 
eck, welches man sich horizontal denke, unbeweglich 
seyn. Sibd nun p^ ^, r die an den Punkten PyQy R 
der a, b^ c angebrachten Kräfte; /, u^ v die dadurch 
in Ay.B^ C erzeugten Pressungen von by ü, a auf r, 
n, by und setzt man noch 

FB ^6C HA , 

FC~^' GA—^^'EB—''' 

SO hat man, wie in §. 257., die Gleichungen: 

Hieraus folgt: gV — t+g(fp+f{h'r + ht))^9^ 

^' '• gfP +g'9 ^rfgKr = iX—m) ty 
wo tn ^=s/^ghy und eben so i ,|||x 

fh'r +y> + hf^y = (l-w) V. 

Wir wollen uns nun über die Art und Weise, wie 
sich nach diesen Formeln die von den Kräften /?, ^, r 
entstehenden Pressungen ^, u^ v in A^ J9, C'vertheilen, 
näher zu belehren suchQ). Um unsere Aufmerksamkeit 
auf einen bestimmten Fall zu richten, wollen wir an* 
nehmen, dass, wie in der Figur, die Punkte Fy Oy H 
ausserhalb B und Cy C und Ay A nnd B anf deiK Seite 
von By Cy A liegen. Alsdann sind fy gy hy folglich 
auch my zwischen nnd 1 enthalten, und daher y^ gy 
h und t-^m positiv. . Wir wollen femer die Punkte 




a ' 



/ 
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Py Qy JR mit 9 und Cy C und A^ A und J9 auf einer- 
lei Seite Ton F^ O^ H liegend annehmen, so dass jT, 
ff^ K positir werden. Endlich wollen wir noch die 
Kräfte /9, ^y r knit einerlei Zeichen behaftet, sie selbst 
also nach einerlei Seite gerichtet, etwa von oben nach 
nnten, annehmen« Zufolge der deidiungen (M) wer- 
den dann auch die PretB)iungen ty Uy v nach unten ge* 
nebtet seyn. 

In der Figur sind £Br diesen Fall die Linita n, ty 
c als Stäbe gezeichnet worden, die In Ay J9, C derge- 
stalt über einand^ weggehen, dass sie daselbst, bei den 
nach unten gerichteten Pressungen f, «1, «^ gegen ein- 
ander drücken, nicht von einan4er sich zu trennen 
streben, und wir somit nicht nöthig haben, sie unzer- 
trennlich mit einander verbunden anzunehmen (§.189.)* 

Sey nun zuerst /?=0,. r=sO, g'zssiy und wirice 
daher nur auf den Stab 6 im Punkte A eine Kraft 
s;^« Hiermit werden die €rleichungen (M): 

y=s{i—m)ty A^=as(i-^m)uy 4/^=(l— i»)v, 

also 1^ >> 9^. Diese Terscbiedenheit der Pressung t von 
der Kraft 7 scheint einen Widerspruch zu enthalt«i« 
Denn man sollte meinen, dass 3 wenn an dem Punkte 
A des Stabes 6y und sonst nirgend wo anders am 
Systeme, eine Kraft ^ wirkt, die dadurch bei A von 6 
auf c hervorgebrachte Pressung, sowie die von v auf 
6 rücbivärts ausgeübte Pressung, eben so gross als ^ 
selbst seyn müssten. Dieser Schluss wäre nun aller- 
dings richtig, sobald die Stäbe 6 und c bloss in A mit 
einander verbunden wären. Allein sie sind es poch 
durch den Stab a, welcher 6 und o ia C und B be- 
rührt, und hierdurch geschieht es, dass die in A von 
6 auf c zunächst erzeugte und daher = ^ zu setzende 

10* 
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Pressnng f m B eine Pressuüg u' von c auf a^ diese 
in C eine Pressung v' von a auf ^^ diese in A eine 
neue Pressung ^' ven ^ auf €r hervorbringt, und so fort 
im Kreise herum ohne Ende. Die wklichen Pressun- 
gen tj Uy V in A^ Bj C werden alsdann die Summen 
jener partiellen Pressungen in denselben Punkten seyn. 
Die Richtigkeit dieser Vorstellung bewährt sich 
durch die Uebereinstimmung der hiernach sich ergeben- 
den Totalwerthe für ty u^ v mit den vorhin gefundenen. 
In der That hat man 

• 

U. 8. W. 

folglich 

tr =fght' = m€, f" = mf = m^fy <^"'= m^fy etc. 

^=^ + f +r + .^. = ^(l + i» + »»^+...) =j:^, 

v=v'+v''+v'"+...z=:f {f/+u''+u'" + ...)= fAe 

und wenn wir nach dem vorhin Bemerkten noch f= q 
setzen: 

1 — m ' 1 — m ' 1 — 1» ' 

welches die bereits oben erhaltenen Werthe det Pres« 
saugen sind. 

Lassen wir z. B. A^ B, C die Mittelpunkte von 
HBy FCy OA seyn und drücken auf b in A mit einer 
Kraft =E=1, so ist auch der Druck von b auf e zunächst 
= 1, der dadurch erzeugte Druck von c auf a = 4!' 
von a auf ^=±=^7; der somit entstehende neue Druck 
von b auf e, aer ^\ von e auf Oy ssr y^, u. s. ^.$ also 



Von der nneDcUicli kleinen Bewegliohkeit. 



149' 



der vollständige Drack von b auf c, = 1 -{. -J 4. 7V+*** 
s= f , mithin nm -f grösser, als* der unmittelbare Druck 
auf u\ der vollständige Druck von c auf a halb so 
gross, als der vorhergehende, folglich = ^, und der 
von u auf b abermals die Hälfte des von e auf a, also 



2 



Ist die Kraft q nicht in A selbst,- sondern in ir- 
gend einem ändern Punkte Q des Stabes b angebracht, 

80 ist sie gleioh\>i'irkend mit einer Kliraft -^^ q =^'^, 

deren Angriffspunkt A ist, und die Pressungen sind 



alsdann die vorigen 



etc«, nachdem sie vorher 



1-»»' 

noch mit ^ joultiplicirt worden. Auf ähnliche Art er- 
geben sich die Pressungen in Jl^ J9, C, wenn auf einen 
Punkt P des Stabes a eine firaft /9, oder auf einen 
Punkt R des Stabes c eine Kraft r wirkt Wenn folg- 
lich auf alle drei Stäbe zugleich Kräfte wirken, so hat 
man nur für je^en der Punkte A^ By C die von jeder 
Kraft besonders herrührenden Pressungen zu addiren, 
um die daselbst statt findende Totalpressung zu erhal* 
ten, und man kommt somit zu dto Gleichungen (M) 
zurück. 

Wie sich ärmliche Betrachtungen bei .Vierecken^ 
Fünfecken) etc. anstellen lassen, sieht jeder von selbst 

f 260. 
Aufgabe. Drei Getode o^ 4, q von unbestimm- 
ter Länge sind in einer Ebeoe an drei nnbeweglichen 
Punkten F^ ^, H (Fig. -62.) verschiebbar, ihre gegen^^-. 
seitigen Durchschnitte Ay J^ Cl^Aber J&önnen nur ia 
den Seiten l^ m, n des unbeweglichen Dreiecks LMN 
sich bewegen. Die Bedingung zu finden, unter weloher 
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dieses im Allgeneioen nnbewegliche System (f« 24&) 
eine unendlich kleine Beweglichkeit erlangt 

Auflösung* Die gesuchte Bedingung ist offenbar 
einerlei mit derjenigen ^ unter welcher die Seiten des 
Dreiecks ABC mch um die Punkte F^ Gy H drehen, 
und die Ecken desselben in Curven fortgehen y deren 
Tangenten t^ m^ n sind. Letztere Bedingung aber, und 
folglich auch die erstere, besteht nach §• 232« C« in 
der Erfüllung der Gleichung; 

BP CG AH MA NB LC 
FÜWA^'HS'^im'BE'Wt 

f. 26i. 

Aufgabe. Man hat ein in einer Ebene bewegH- 
dies Viereck ABCD (Fig. 09.) mit constanten Seiten- 
längen und Terimderlichen Winkeln. Zwei Punkte P 
und H in zwei einander gegenüberliegenden Briten AB 
und CD sind unbeweglich, und damit das Viereck selbst 
im Allgemeinen unbeweglich (f. 247. Zus.). Die Lage 
der Punkte P und H sc zu bestimmen, dass dem Vier- 
ecke noch eine unendlich Ideine Bewegfiekkeit übrig 
Ueibt. 

Auflösung. Man lasse auf beliebige Punkte der 
AB Kräfte wirken, deren Moment ii\ BMug auf JP, 
sss/r^ sey; desgleichen bringe man irgendwo, an CD 
Ejräfte an, deren Moment in Bezug auf i7, r^ heisse. 
Die Pressungen, welche deshalb die Seite DA in D 
und A auf die Seiten CD. .und AB ausübt, nnd welche 
in der Richtung von DA funander gleich imd entge- 
gengesetzt sind,^ nenne mai|.^ und -*-!; die Pressungen 
ven BC auf die. Enden J9 und C Yon AB vaxik CD 
seyen eben •so =s fr und «^tf. Abdann l^t man fiir's 
Gleicbgewicht « 
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■r 

der AB...^p^^FAafAuA + FB.vAxkB=:Oj 
der CD r^^HC .vmkC+HD.tfAaD^Q. 

Ans diesen zwei Gleiohangen , durch welche das 
Gleichgewicht des ganzen Systems ausgedrückt ist, eli- 
minire man die eine der beiden Pressungen t and v^ 
nnd setze den Goefficienten der andern => 0, oder setze 
Pi und r^ null und eliminire hierauf das Verhältnis« 
tx v^ %^ kommtt 

FA . BCsiüA sinC=^FB.BD sinA stnZ), 

als die gesuchte Bedingung der Beweglichkeit. 

^. 262. 

Zusfttae. a.. Die gefaodene Bedingang lässt sich 
oooh UDgleioh eiofiMäier darstfill«^. Wird nämlich FH 
TOD J}ui in K und Ton BC in Zr gesolinitten, «o ist 

FJ Bin ji 1=1 FKmaKy FBmaBt=FLaihLy 
I/CBbxC=sffLnaL, HDamD=iHKsaiK. 

ffiennit •mti. die Bedingungsgleiobang: 

FK.HL = FL.HK, 
mithin FK: HK^^FL.HL'y 

die Punkte K und L müssen folglich identisch sejn, 
d. h. die zwei Seiten DAy BC und. die Gerade FH 
durch die zwei unbeweglichen Punkte müssen sich in 
einem Punkte K schneiden. 

b. Dass nur unter dieser Bedingung das Viereck 
um ein unendlich Weniges beweglich wird, kann auch 
aus dem in §• 228. b. bewiesenen Satze gefolgert wer- 
den, wonach, wenn C und D statt F ui^d H unbe- 
weglich angenommen werden, bei einer unendlich klei- 
nen Verrückung des Vierecks jeder Punkt F der Seite 
AB ein Linienelement besdureibt, welches auf der von 
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F Dach dem Darohsclmitte K der beiden andern Sisi- 
ten geführten Geraden normal ist. Denn soll das Vier- 
eck nm F und Ef bewegt werden kirnen, so muss es 
anch, wenn J^ frei gelasssen wird, um C und D^ als 
unbewegliche Punkte, so beweglich seyn, dass die 
Länge Ton HF unverändert bleibt, dass folglich F ein 
anf HF normales Element beschreibt; und da dieses 
Element zufolge des angeführten Satzes auch auf FK 
normal ist, so müssen H^ F und K in einer Geraden 
liegen. 

c. Das Viereck ABCD mit den zwei Punkten F^ 
H in den Seiten AB^ CD ist vollkommen bestimmt 
und kann construirt werden, wenn die Längen der 7 
Linien AB^ BC^ CDy DA^ AFy DHy FH gegeben 
sind. Lässt man nur sechs dieser Längen gegeben 
sejm und construirt mit ihnen das Viereck sq, dass sich 
DAy BCy FH in einem Punkte schneiden, so hat da- 
bei die siebente unbestimmt gelassene Länge ihren 
grössten oder kleinsten Werth (§• 252.). Diess fuhrt 
uns zu folgenden zwei Sätzen: 

1. Bei einem Vierecke FBCH mit Constanten Sei- 
tenlängen un^ veränderlichen Winkeln ist der gegen- 
seitige Abstand AD zweier gegebenen Punkte A und 
D in zwei gegenüberliegenden Seiten FB und CH 
ein Maximum oder Minimum, wenn die Gerade AD 
den Durchschnitt K des andern Paares gegenüber- 
liegender Seiten BC und HF trifft. 

2. Hat man ein Viereck FBCH mit constanten 
Seitenlangen und veränderlichen Vl^inkeln , und be- 
wegt sich bei Veränderung der ül^kel ein Punkt D 
in der Seite CH so, dass seih Abstand AD von ei- 
nem bestimmten Punkte A in der gegenüberliegen- 
den Seite FB unv^ränderlicfa bleibt^ sc' ist HD^ so 
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wie oudi CD^ ein Maximum oder Minimümy wenn 
AD^ BC und HF sich in einem Punkte begegnejl 

* 

§. 263. 

Bei dem um JPund H beweglichen Vierecke ABCO 
wollen wir jetzt noch die Bedingung des Gleichgewichts 
imtersuchen, 

1) Wirken auf AB und CD Kräfte, und sind 
ihre Momente rücksichtlieh der Punkte JPund H^ ^=Px 
und r^y so ist nach §* 261. bei statt findender Beweg- 
lichkeit zum Gleichgewichte nöthig, dass 

p,.£rDaiüD + r^.FA8inA~0,r 

oder kürzer, dass p^ »JffK+r^ •FjB2;=:=0» 

Es folgt hieraus zunächst, dass, wenn Ton den zwei 
Momenten pi und r^ das eine? null ist, auch das an» 
•dere null seyn muss. Wirkt, daher auf die eine der 
beiden Linien AB und Cß^ etwa auf Gilt i gar keine 
Kraft, 80 muss das Moment dei^ an \i^Zf angebraohten 
Kräfte in Bezug auf d^n unbeweglichen Punkt F von 
AB nuU seyn. Dasselbe- erhellet auch schon daraus^ 
dass die unendlich kleine Bewegung von AB um F 
durch den übrigen Theil des Systems nicht gehindert 
wird , und dass folglich , wenn bloss auf AB Kräfte 
wirken, diese unter denselben Bedingungen im Gleich- 
gewichte sind, als wenn die übrigen Seiten des Vier- 
ecks gar nicht vorhanden wären. 

Umgekehrt lässt sich mittelst dieser einfachen Be- 
merkung sehr leicht die Bedingung für die Beweglicli-« 
keit des Vierecks herleiten« Denn ist es beweglich, 
und bringt man an AB in A und B nach den Rich- 
tungen AI} und BC zwei Kräfte p und p an, welche 
im Gleichgewichte sind, so müssen sie sich wie die von 
F auf BC und AD gefällten Perpendikel^ ako wie 
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JFB siuB m FA sin A verhalteD. IKa KriAe p und 
pl. werden aber iioeh im Gleidigewiohte sejD, weim 
man sie nach denselben Richtungen AD und BC in D 
und C anbringt. Da . sie nun alsdann aus demselben 
Grunde, wie vorhin, in dem Verhältnisse YonffCeinC 
SU HD Ali D stehen müssen, so muss sich yerhalten 
FBBinB:FA8mA = HCsmC'. HDsinD^ welches 
lue zu Ende des §• 261. gefundene Gleichung giebt. 

2) Ist an einer der beiden Seiten DA und BC 
des Yiereoks, z. B. an BCy in einem beliebigen Punkte 
Q nach der Richtung QT eine Kraft f angebracht, so 
zerlege man dieselbe ^ um ihre Wirkung zu schätzen, 
in zwei andere ^ und ^ nach den Riditungen BC 
und tiOj wo O der Durchsduiitt von AB mit CD ist. 
Die Krafit /^ nach der Richtmig QO lasst sieh fmier 
in zwri aadere auf B und C nach BO und CO wir- 
kende zerlegen, und ist daher Ten gar keiner Wir- 
iMUig» weil m BO nnd CO die unbewef^ehen Punkte 
F und JI liegen. Die nach ^T gerichtete Kraft f 
ist folglich gleichwirkend mit der nach BC gerichteten 
^ ^ , mTQO 

^ , ^ sin cao 

3) In dem besondem Falle, wenn AB und CD 
Iparallel sind, wird es auch QO mit ABj und daher f^ 
ssr f sin {AB*f) : sin A Alsdann ist folglieh die Inten- 
sität von / bloss von der Intensität von ^ und von dem 
Winkel AB^y abhängig, d. h. die Wirkung einer an 

'BC im Punkte Q angebrachten Kraft ^ bleibt ungeän- 
dert, wenn die Kraft parallel niit ihrer Richtung an 
irgend einen andern Punkt von BC verlegt wird. 

Dasselbe folgt auch unmittelbar ans der Theorie 
der Kräftepaare. Denn wirken auf zwei Punkte der 
Seite BC^ oder fiberiianpt auf zwei Ponklo in der 
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Ebene des Vierecks, die mit dieser Söite in festev 
Verbindang stehen, zwei Kräfte ^ und f,y weloh^ ein 
Paar nnsBiachen, so Icann man statt desselben ein V9r^ 
tes Paar setzen, dessen Moment dem des ersten gleieh 
ist^ nod dessen Kräfte, in B und C angebracht, in die 
Parallelen AB und CD fallen. Letzteres Paai^ abev 
ist Ton keiner Wirkung, weil AB und CD die unke» 
weglichen Punkte F und H enthalten. Mithin kann 
andi das erstere Paar keine Bewegung berrorbringen, 
und es ist folglich f mit r^f, gleichwirkend. 

Eben so wird bewiesen, dass zwei parallele Kräfieii 
deren Angriffspunkte mit AD fest verbunden sind, ein» 
ander gleiche Wirkungen haben, — Zum Gleichgewichte 
zwischen Kräften, deren Angriffspunkte zam Tbeil nsii 
BC und zum Theil mit AD fest Ycrbunden sind, wird 
daher nur erfordert, dass, nachdem man sie. parallel 
mit ttiren Riditnngen, die einen a^l ^, die andern an 
Ay verlegt hat, ihrer aller Moment in Bezug auf F 
nqjU Ist 

. 4) Wenn nicht allein AB mit C/l, sondern audi 
BC mit DA parallel ist, so geht da« Viereck in ein 
Parallelogramm über, und wird beweglich, wenn die 
Linie durch die unbeweglichen Punkte gleichfalls mit 
BC und DA parallel ist Diese Beweglichkeit ist aber 
nicht mehr unendlich klein, sondern endlich, weil nach 
einer unendlich kleinen Drehung um F und H die 
Yiereeke AC^ Ali und FC noch Parallelogramme 
sind , and daher die Bedingung der Beweglichkeit durch 
die Drehung nicht vetloren geht 

Zwei auf A und B nach AD und BC wirkende 
Kräfte, also auch zwei Kräfte, die parallel mit jenen 
auf zwei fest mit AD und BC verbundene Punkte 
wiikep» eind biexhei im CUeichgewichte, wenn sie sich 
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Hde JSfF zu FJt verhalten. Bringt man daW Fff und 
däinit auch die Seiten DJl und BC in vertioale Lage^ 
befefiitigt an diese Seiten irgendwo, in S und Q^ zwei 
borizontale Aerme und bangt an dieselben zwei resp. 
mit BF und FA proportionale Gewichte^ so halten 
sich letztere das Gleichgewicht und können ohne Sto- 
nmg desselben an den Aermen hin und her gescho- 
ben werden. Siehe Fig. 70. Man nennt diese Einrich- 
tung die Robervarsche "Waage, nach ihrem Erfin- 
der Roberval, einem französischen Mathematiker des 
17. Jahrhunderts. Da an ihr zwei Gewichte, wenn sie 
einmal im Gleiohgewidite sind, in jeden beliebigen Ent- 
iGeifnangen von den unbeweglichen Punkten darin ver- 
Iterren^ während bei der gewöhnlichen Waage Gleich- 
i;ewic}it- nur dann statt findet, wenn sich die Gewichte 
umgekf Iirt , wie ihre Entfernungen rem D^ehungs- 
punkte' Tcrhalten^ so hat man diese Maschine tlu ein 
«tatisohes Paradoxon aufgestellt. 

Am einfachsten lässt sich das Gesetz des Gleich- 
gewichts an derselben mit Hülfe deis Princips der vir. 
tnelleh Geschwindigkeiten erklären. Denn jeder mit 
der Seite Alt oder BC fest verbundene Punkt be- 
schreibt bei der Drehung des Parallelogramms jiC um 
F und ff einen Weg , der dem Wege von resp. A 
oder B gleich und parallel ist. Wird daher für zwei 
an A und B angebrachte Kräfte, die Gleichung der 
virtuellen Geschwindigkeiten erfüllt, so geschieht ihr 
auch Genüge, wenn man die Kräfte parallel mit ihren 
anfanglichen Richtungen3 an beliebige andere Punkte 
verlegt, die gegen Aß und BC eine unveränderliche 

Lage haben. 

f. 264. 

Aufgab e. Die Bedingung fiir dia unendlich kleine 
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Beweglichkeit eines ebenen Sechsecks mit eonstantj^n 
Seitenlängen und teränderlicben Winkeln zu finden^ 
bei welchem eine Seite um die andere einen unbeweg- 
lichen Punkt enthält. 

Auflösung. Sey ABCDEF (Fig. 71.) das Sechs- 
eck. Die Punkte G^ Hy I der Seiten AB^ CD^ EF 
seyen unbeweglich ^ und damit das Sechseck selbst im 
Allgemeinen unbeweglich (§. 247. Zus.) An willkührli- 
chen andern Punkten derselben drei Reiten bringe man 
Kräfte in der Ebene an. Die Momente derselben in 
Bezug auf Oy Hy /seyen p^^ y^y r^; nämlich /7| das 
Moment der auf AB wirkenden Kräfte in Bezug auf 
Oy u. 8. w. Die Pressungen, welche die Zwischensei- 
ten BCy DEj FA in ihren Endpunkten auf jene er- 
stem Seiten ausüben, seyen t^ Uy v in By Dy Fy und 
daher — ty — w, — v \vl Cy Ey A. Die Gleichungen 
fiir's Gleichgewicht der Seiten ABy CDy EF sind als- 

dann 

p^ — V. OAAvkA^t. GB BinB = Oy 

f^ — t .JIC sinC +u. JIDBinB=Oy 

r^^u .lEAnE+v. IF BmF=0; 

und hieraus ergiebt sich sogleich die gesuchte Bedin- 
gung der Beweglichkeit, wenn man p^y f^^ r^ null 
setzt und sodann die zwei Verhältnisse zwischen ty Uy v 
eliminirt, nämlich: 

&A HC^ IE AvlB sinZ> sinF 
GB' HD' IF~ sin A' sin C 'sinE* 

f. 265. 

Zusätze, a. jffimmt inan die Seite FA hinweg, 
so li^ird die Figur rollkommen beweglich, und die er- 
haltene Gleichung ist nunmehr die Bedingung, unter wel- 
cher der gegenseitige Abstand der Punkte F und A 
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mh gjpSmten oder kleinsten wird. Fügt man die fJnie 
JPjt Ton oonstanter Länge ^eder hin%n, lässt aber ih- 
ren Endpunkt ^ nicht mehr mit der Linie BG in ji 
fest verbunden, Bondem darin beweglioh seyn, so er- 
liält die Figur gleichfalls Beweglichkeit, und die Linie 
ji€fy 80 wie JlBy wird unter derselben Bedingungs- 
gleichung ein Maximum oder Minimum. 

6. Sind Ky £iy M die gegenseitigen Durchschnitte 
von ABj CDy EFy so ist: 

smF AK wkB_CL uinD EM 
BinA~PK^ sin€7~5Z;» mnE~ I}]iP 

und man kann damit die Bedingungsgleichung auf fol- 
gende Weise darstellen: 

KAOBLC HD^ ME IP _ . 
AO'BL^CHDM'EI^FR—^^ 

, Bestimmt man daher in AB^ CD^ EP Arei Punkte 
Oj, JSTi, /i, von denen 6?^ mit Kj Ay Gy By L\ H^ 
mit Ly Cy Hy D, M-, I, mit M, JE?, /, Py K eine 
sogenannte geometrische Involution bildet, d«h. welche 
so liegen, dass 

KA GB LO^ . LC^ HD MH, _ 

AG'BL'G^~ ' ch'dM'h.l—^^' 
» ME rH Kf^ 

. EI'PK'I.M— ^ 

80 zieht sich die Bedingungsgleichung zusammen in: 

KG^ Lff^ MI^_ . 
G,LH,M'T,K—^^' 

und giebt somit zu erkennen , dass G^ , H^ y I^ in ei- 
ner Geraden liegen müssen *)• 



*) Die drei Punkte O^^ H^ , /^ können durch folgende Con- 
ttruction gefunden werden« Seyen N und O die Du«fayloluiit|e von 
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f. 266. 

Aufgabe. ABCD (Fig. 72.) ist ein ia einer 
Ebone bewegliches Viereck mit constanten Seitenlän* 
gen und veränderlichen Winkeln. F^ Gj ff^ I sind vier 
unbewegliche Punkte in der Ebene, denen resp. die 
Seiten AB, BCj... zu. begegnen genöthigt sind, so 
dass jede Seite um den ihr zugehörigen Punkt sowohl 
gedreht, als an ihm verschoben werden kann. Hiermit 
ist das Viereck selbst im Allgemeinen unbeweglich 
(§• 249.). Die Bedingung zu finden, unter welcher es 
einer unendlich kleinen Bewegung fähig wird. 

Auflösung. Heissen a, /?, /, i die Winkel, wel- 
che, die Seiten AB^ BCy CD^ DA nach den damit zugleich 
ausgedrückten Richtungen mit einer willkührllch in der 
Ebene gezogenen festen A^e machen. Auf die vier 
Ecken JF,..27 lasse man in der Ebene resp» die Kräfte 
/9, ^, r, 9 wirken. Hierdurch erleiden die Seiten AB^ 
BC^.^. in Fy Oy Hy I von den daselbst befindlichen 
unbeweglichen Punkten Pressungen, welche auf den 
Seiten selbst normal sind und daher mit der festen 



BC mit FÄ und FG , und P der Darchscbnitt von EF mit LO , so 
ergiebt sich Q^ als der Darchiichnitt Yon AB mit KP* Denn die Sri- 
iea det Dreiecks OPF schneiden AB in K, Q^ ü, and die drei Gela- 
den Yon N nach den drei Ecken 0, F, F desselben .treffen AB in B, 
6t > -^^ (Baryc Calcal. $. 291.)« AehnUcher Weise lassen sich aadi 
auch Hj, und J^ finden. 

Umgekehrt kann man, wenn Q^ gegeben ist, den Punkt G durch 
Ziehung der Geraden Q^NP, POL und OGF bestimmen. Sind da- 
her yon den drei unbeweglichen Punkten Gf, Jl, I irgend zwei, etwa 
H und /, gegeben, und soll der dritte so bestimmt werden» dass das 
Sediseck beweglich wird , so bestimme man mit B und M die Punkte 
ffi und /i, verbinde letztere durch eine Gerade, welche AB bk Q^ 
schneide, und suche mit G^ den Punkt G. 
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Axe die Winkel W +a, 90^+ßy... machen. Man 
bezeichne diese Pressungen resp. init 2ty 2uy 2vy 2wj 
So dass die Pressung 2t positiv zu nehmen ist, wenn 
ihre Richtung in der That durch 90^ -f- a bestimmt wird, 
negativ, wenn sie die entgegengesetzte ist, u. s. w. 

Das Gleichgewicht dauert nun fort> wenn wir die 
imbeweglichen Punkte Fy 6^, .. weglassen und dafür 
den Pressungen 2t y 2c#,... gleiche Kräfte nach den 
Richtungen 90<> + a, 90° +/?,.. « an denselben Stellen 
jP, Gy... der Seiten anbringen^ es dauert noch fort, 
wenn wir jede dieser Kräfte in zwei mit ihr parallele 
zerlegen, welche auf die Endpunkte der jedesmaligen 
Seite wirken. Wir zerlegen daher 2t in die zwei da- 
mit parallelen Kräfte an A und Bi 

^.2t=ii + a)t and ^. 2^ = (1 -«) t, 

FB \AF 

wenn -^ = |(1+ a), folglich -^ =s 4: (1 — a) gesetzt 

wird, und wo daher 

FB — AF 

AB '' 

ist. Setzen wir eben so 

GC^B G ^ HD^C H _ I^—D I_1^ 
^U — ^' CD — ^' DA'^r^'*' 

80 ist die Bjraft 2u gleichwirkend mit den zwei ihr 
parallelen Kräften (l-f*d)f^ und (1 — ti)u an J7 und 

Cy 11. S. W. 

Hiernach haben wir es jetzt mit einem 'Vierecke 
zu thun, dessen Ecken allein der Wirkung von Kräf- 
ten ausgesetzt sind; nämlich auf 'A wirken die Kräfte- 
Py {i—d)wy (i + ä)t'y auf Ä die Kräfte y, ^i— «) ^, 
(i + 6)ui u. s. w», und es sind nuniiehr die Gleiohnn- 
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gen für das Gleiohgewioht dieses Systems zu entwickeln. 
Da wir aber nur d\e Bedingung der unendlich kleinen 
Beweglichkeit , suchen wollen, so können wir in diesen 
Gleichungen die ursprünglichen Kräfte /?,••« auch weg« 
lassen und somit auf A bloss die Kräfte (1 — d)w und 
ii +a)t nach den Richtungen 90'' + J und M^'+a; 

an B bloss die Kräfte (1 — a)t und (1+^) ^ nach 

• . ■ -1 

den. Richtungen 90"^ + a und 90^ + /?; u« s« w. wirkend 
annehmen« Die Elimination von t, Uy v/w aus den 
Gleichungen für das Gleichgewicht dieser Kräfte wird 
uns hierauf zu der gesuchten Bedingung hinfuhren. 
Die Gleichungen selbst sind nach §. 220* zu Ende: 

^(1— «)ftm(90''+a--/?)+(l+Ä)«8in(90°+/?— /?)lsm(a..*), 

d. i. 

(1) t[sin{ß—2a + i)+ asiniß—S)] 

= (1 + 6)u sin (a—i) — {i—d)w sin (/?— a), 

und eben so noch ' drei andere Gleichungen , die sich 
schon aus (1) durch gehörige Yertauschung der Buch- 
staben ergeben, nämlich: 

(2) w[(siuy— 2/y+a) + *sin(y — a)] 

= {i + c)v sin C^— a) — (1 — a) t^in (y— /?), 

u. s. Mr. Statt der dritten und vierten Gleichung aber 
wollen wir diejenigen zwei bei weitem einfacheren Glei- 
chungen gebrauohen, welche ausdrücken, dass die 8 
Kräfte (l+a)^, (i + ^)^9 «tc, wenn sie parallel mit 
ihren Richtungen 90^ + a, 90° -|-/?, etc. an einen und 
denselben Punkt getragen werden, einander, — ob- 
wohl eigentlich den Kräften />, y, r, *, — das Gleioh- 
II. 11 
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gewicht haben. Diese zwei Gleichangen, die aus jenen 
Tier Gleichangen durch gehörige Verbindung derselben 
ebenfalls hervorgehen müssen, sind: 

tsina+uninß + V8iny + ufn\nS=TOy 
tcoBa+uoosß+vcosy +^<^o<3^=0, 

wofür wir, das einemal tr, das anderemal v eliminirend, 
auch setzen können: 

(3) r sii^(J — y) z=szte\ü{a — i) +usm{ß — J), 

(4) t^sin(d — y)=^sin(y — u) + usin{y — ß). 

l^s ist nun noch übrig, aus (1), (2), (3), (4) die 
drei Verhältnisse zwischen tj Uy v^ w wegzuschaffeot 
Die Substitution der Werthe von w und v aus (4) und 
(3) in (1) und (3) Terwandelt letztere zwei Gleichungen 
in: 

(5) Tt+ Uu=Oy (6) Tt+Uu = 0, 

wo T=[8in(//— 2a + J)+asin(/?— rf)] sin(*— y) 
+(1 — d) siu (y — a) sin {ß — a) 

Xr=r — (i+*) sin(a— J) 8in(J-y)+(i— d) sin(y-/»)sin(/J-a) 

2^= — (i+c) 8in(a— *)sinO?— a)+(l— ö)sin(y-.^)sin(<y--y) 

I7=[8in(y— 2iÄ+a)+48in(y— a)Jsin(a— y) 

— (l+c)sin(^— *)sin(/?— a). 

Zufolge der bekannten Formel 

(•)sin/sin(g' — ^)-i-sin^sin (^— /)=8inA8in {g—J) 

ist aber 

•in(y--/J)8m(^--c)+sin(y— Jjsiii («--^)==sui (a ;-cr+y-- /f ) sin(/J ~>) , 
tin ((> — y) »in(y — /})-f8ui( J— a)sin (^ — a) sc sijt {ß — «4^— y) sin (y — «) , 

Setzen wir daher zur Abkürzung: 
%uk(a^ß)=Ay mk{ß — y)='ff, sin(y — i)=Cy Bin(d — a)zszJij 
8in(«— y)=;Fy uv^iß^S^^^ 8in(a— /?+/— i)=EJf^ 
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80 wird: T=^MD—aCe—dAFy 

ü= MG—bCD — dAB, 
T'= MP—aBC—eAJ), 

17'= MB + 6CF+ cAG, ■ 

Aus (5) nnd (6) folgt nun nach Elimination des Yer« 

hältnisses^:» 

(7) T'Ü—TÜ'^Q, 

Vermöge der eben aufgestellten Werthevon 7,.. CT 

aber ergiebt sich 

T U- TU'=> (üf * +ab.C^+cd,A^) {FO + BD) 
+ (ac,G^ + ad.B^+öc.D'^+6d.F'yAC,i 

and da, me man mit Hülfe der Formel (*) leicht finde^ 

Fe + BD=:CJ 

ist, 80 reducirt sich die Gleichung (7) auf: 

Dividirt man noch mit aicd und setzt für My A^ 
JBy. die damit bezeichneten Sinus, so erhält man fol- 
gende durch ihre Form in der That merkwürdige Gleir 
ohung: 

^ _sin(«--/y+yJ)^ Binja^ßy sinQ?^^ 8in(y-.i^)> 
a6cd "*" a6 6c ■ cd , 

8in(J— g)^ sin(a--y )^ sinQy— J)^ 
+ da ■*"»€? ■*" 6d ^ 

als die Bedingung, unter welcher das Viereck um eiii 
unendlich Weniges beweglich wird. 

f. 267. 

Znsätze. a. Ist das Viereck ein Parallelogramm, 
so hat man y = ISO'' + a, ^ = ISO"" + ß^ und die Glei- 
chung wird 

^ sin2(a— /»)« , /l , 1 , 1 , 1\ . / o\n 
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d. f. = 4co8(a— /»)» + (a+c) (i+d). 
Ist das ParaUelogramm ein Reohteok, so ist noeh 
o— /? = 90», tiao 

= (a + c)i6 + d) 
.die Bedingung der Beweglichkeit) und es niuss folg- 
lich entweder a + c = 0, oder 6 + d=0 seyn. 

\ ' *• We.la= ^^ -g^— und 

f » e = gg so .st a + c=-^--^-g. Nimmt 

man iinii die Linien AB und CD nach den eben so 
ausgedrückten Richtungen mit einerlei Zeichen, so sind 
beim Rechtecke (so wie beim Parallelogramme) ^f ^nnd 
CD einander gleich, auch dem Zeichen nach. Die 
Gleichung für die Beweglichkeit: tf + r = 0, wird hier- 
nach identisch mit: HD=zAFy und zeigt dadurch an, 
diass die Gerade FH mit den Seiten BC und DA 
parallel seyn muss (Fig. 72*). Dass unter dieser Be- 
dingUBg das Rechteck sich um ein unmidlich Weniges 
Terrücken lässt, ist leicht einzusehen. Dreht man uäm- 
lioh die Seite AB um einen unendlich kleinen Winkel 
um den Punkt F<y so verschieben sieh BC und DA 
an G und I^ ohne sich zu drehen, rucken idso in sich 
•t selbst fort, und die Seite CD dreht doh um ß um 

denselben Winkel und nach derselben Rklitimg, wie AB^ 

Eben so wird durch die Gleichung 4 -f* i/= der 
Parallelismus von Gl mit AB und CD ausgedrückt. 
In diesem Falle besteht die Verruckung des Tierecks 
darin, dass sich BC und DA um G und / drehen, 
w&hrend sich AB und CD an F und G verschieben. 

c. Sind Fy G, Hy I die Mittelpunkte der Seiten 
ABy BCy*..y SO siud o, iy Cy cf s= 0. Itt diescm Falle 
redowt sieh die allg«meuie GMduuig auf 
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sin (a — /? -f-y— J) = (>, 
und giebt damit zu erkenneu, dass die Summe zweier ge** 
geaüberliegender Winkel des Vierecks 2 oder 4 rechtea 
Winkeln gleich seyn muss, dass also um das Viereck 
ein Kreis beschrieben werden können muss. Und in der 
That, ist ABCD ein in einem Kreise beschriebenes 
Viereck, und nimmt man in dem 'Kreise nach einerl^^' 
Seite zu die Bögen AA\ BB^ CCy nih\e)n9pBilipi 
gleich und unendlich klein, so sind die Geraden jfJ(i 
und jfBy BC und B'Cy etc. paarweise einander gleich 
und. halbiren sich gegenseitig. 



Sechstes KapiteL 

Vom Gleichgewichte an Ketten und an 
vollkommen biegsamen Fäden. 

f. 268. 

Die einfachste Art, auf welche mehrere Körper 
mit einander verbunden seyn können, besteht darin, 
dass von ihnen , in einer gewissen Ordnung genommen, 
jeder mit dem nächstvorhergehenden und dem nächst- 
folgenden, keiner also mit mehr als zweien der übri-^ 
gen, verbunden ist. Ein solches System, bei welchem 
übrigens noch vorauszusetzen ist, dass je zwei mit ein- 
. ander verbundene Körper no(ih gegenseitige Beweglich- 
keit haben, indem sie sonst als ein einziger Körper zu 
betrachten wären, nennt man eine Kette, die einzeln 
neu Körper selbst: die Glieder der Kette. Ist der 
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letzte Körper noch mit dem ersten verbunden, so heisst 
die Kette geschlossen. 

In dem Vorhergehenden sind dergleichen «Systeme 
tohon oft in Betracht gezogen worden. Denn jedes Vieleck, 
als ein System in gewisser Folge paarweise mit einan- 
der verbundener gerader I^inien, ist eine solche Kette« 
Von diesen Betrachtungen werden äich die nun fol- 
gtfltfen fairaptsäcblich dadurch unterscheiden, dass wir 
jlbtzk die Glieder einer Kette nach allen Dimensionen 
nnendlioh klein und in unendlicher Zahl annehmen, und 
somit die Kette in einen unendlich dünnen und voll- 
kommeii biegsamen Faden übergehen lassen» 

f. 269. 

Aufgabe. Man hat eine Reihe frei beweglicher 
Körper, von' denen jeder mit dem näcbstvorhergehen- 
den und dem nächstfolgenden in einem Punkte verbun- 
den ist. Die Bedingungen des Gleichgewichts zu fin- 
den, wenn auf den ersten Körper der Reihe eine Kraft 
P und auf den letzten eine Kraft Q wirkt. 

Auflösung. Seyen m,, i», m\ m'\... (Fig. 73.) 
unmittelbar auf einander folgende Körper der Reihe; 
Aj Jtj Jf'^,... die Berührungspunkte von m, mit nt, 
von m mit m , etc. Man setze \n A im m, und m die 
Pressungen oder Gegenkräfte T und — T, in A' an 
m und m die Gegenkräfte T' und — T', in A'' an 
m' und fn' die Gegenkräfte T" und — T", u. s. w. 
Da nun auf m ausser den Pressungen — T und T' 
keine weitere Kraft wirkt, so müssen sich — T und 
jy allein das Gleichgewicht halten und daher einander 
gleich und direct entgegengesetzt seyn. Dasselbe gilt 
auch von den Pressungen — 7" und 7^', welche m' 
erleidet, desgleichen von den auf m'^ wurkenden Pres- 
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sangen, u, s« w. Sämmtliche Pressungen T, T\ T\ ••• 
sind daher einander gleich, und ihre Riohtungen fallen 
nebst den Berührungspunkten A^ A\ A\ • • • in eine 
und dieselbe Gerade, Ist nun etwa m, der erste und 
ml' der letzte Körper der Reihe, so muss an m^ die 
Pressung T mit der Kraft P^ und an ni' die Pressung 
— T^' mit der Kraft Q im 61eichgewi9hte seyn. Dies 
fuhrt zu folgenden zwei Bedingungen für das Gleiohge^ 
wieht des ganzen Systems: 

1) Die Beriihrttngspmikte de^ Körper nnfissen in 
eiaer Geraden liegen« 

2) Die awei Kräfte P und Q müssen in dieser Ge- 
raden naob entgeg^ng^etzten Richtungen wirJKen und 
einander gleick seyn. 

f. 270. 

Das Gleicbgelricht jedes einzelnen Gliedes der eben 
betrachteten Kette, und mithin das Gleichgewicht der 
ganzen Kdtte selbst, ist sicher, oder unsicher, jenach- 
dem die zwei Kräfte am Anfang und Ende derselben 
die Glieder von einander zu entfernen streben, ode^ 
sie gegen einander drücken. Im letztern FaHe wächst 
die Unsicherheit des Gleichgewichts mit der Anzahl 
der Glieder, so dass bei physischen Körpern, obscbon 
sich diese nicht in mathematischen Punkten, sondern 
in kleinen Flächen berühren, auch gegenseitigen Bei« 
buogen unterworfen sind, ein solches Gleichgewicht 
nur dann noch erhalten werden kann, wenn die Anzahl 
derselben sehr gering ist. Bei einer Reihe unendlich 
vieler und unendlich kleiner Körper, d. i. bei einem 
vollkommen biegsamen Faden, kann daher von einem 
unsichem Gleichgewichte nicht mehr die Rede seyn. 

Die Bedmgmtgem für das OMcAgemf$e&i eines 
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vollkommen biegsamen und frei beweglichen Fadens^ 
auf dessen Enden zwei Kräfte wirken^ sind den^ 
nach , . 

1) da9% der Faden eine gerade TAnie bildet^ und 

2) daa die Kräfte einander gleich \$ind undy 
nach entgegengesetzten in die Fetdenlinie fallenden 
Richtungen wirkend^ die Enden der Ldnie^von eiih- 
ander zu entfernen streben. 

Die Pressungen oder die Kräfte, mit denen bei 
diesem Gleichgewichte je zwei nächstfolgende Elemente 
des Fadens auf einander wirken, sind zufolge des ¥or« 
^ den Kräften an den Enden des Fadens gleich und 
so gerichtet, dass die Elemente nicht gegen einander 
drücken » sondern in der Richtung der Fädenlinie sich 
von einander zu trennen suchen; es sind daher keine 

eigentlichen Pressungen, sondern Spannungen (§• 200.) 

* 

«- 80 wie auch bei jedem andern Systeme Ton Kräften, 
welche an einem Faden im Gleichgewichte sind, die 
Elemente des Fadens, wegen der Unmöglichkeit eines 
onsichern Gleichgewichts, nur spannend auf einander 
wirken können. 

Beim Gleichgewichte zwischen zwei Kräften^ 
weiche an den Enden eines freien und vollkommen 
kiegsamen Fadens angebracht sind^ herrscht also in 
federn Punkte des Fadens eine Spannuvgj deren Mich- 
tung in die Fadenlinie fäHtj und deren Intensität 
der gemeifkschaftlichen Intensität der beiden Kräfte 
gleich ist. 

f. 271. 

Wir wollen jetzt die in ^ 269. untersuchte Kette 
sieht mehr ToUkommen frei bewegUch, sondern der Be» 
ttsgnng unterworfen sejm lassen^ dasa ihre Glieder eine 
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unbeiiegliche Fläche berühren. Mit Beibehii^tung der 
obigen Bezeichnungen seyen noch By B^, , • {P'^S* 74.) 
die Berührungspunkte der Glieder m^ m'y... mit der 
Fläche, und Ity R'y . • . die daselbst von letzterer auf er- 
stere ausgeübten Pressungen. Halten sich nun zwei auf 
das erste und letzte Glied wirkende Kräfte das Gleichge- 
wicht, so müssen an jedem Mittelglieds besonders die 
Spannungen, welche es von dem vorhergehenden und 
folgenden Gliede erleidet^ und die von der Fläche auf 
dasselbe erzeugte Pressung im Gleichgewichte mit ein-* 
ander seyn. Die drei auf der Oberfläche von m in Ay 
A' und B zu errichtenden Normalen, als die Richtun- 
gen der auf m wirkenden Kräfte T, T und Ry ^müs- 
sen sieb folglich in einem Punkte C schneiden und in 
einer Ebene liegen ^ und es mus« sich verhalten 

T: T' : Ä = sin BCA' : sinACB : sin ACA\ 

Auf gleiche Art treffen wegen des Gleichgewichts von 
m' die drei in A'y A'' und B auf ni zu errichtenden 
Normalen in einem Punkte C zusammen und liegen in 
einer Ebene, und man hat 

T : T' : R = sin B'CJ:' : smA'CB : sin A'CA'\ 

folglich in Verbindung mit dem Verhältnisse zwischen 

T und T': 

T _ srnBCA" sin B CA" 

T" "" sin ACJB' sin A'&B" 
nnd ähnlicher Weise: 

T __ sin BC A\ smRC'A" ^mff'C'A''' 
T"'~ ^mACB *^\VLÄ'CB''%mA'C'B' ' 

nnd eben so ergiebt sich das Verhältniss auch zwischen 
irgend zwei andern Spannungen, folglich auch das Ver- 
hältniss zwischen P und Q, indem die Spannung des 
ersten Gliedes der Kette durch ein vorhergehendes 
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Glied die K>aft P, und die Spannodg des letzten Glie- 
des durch ein folgendes die Kraft Q vertritt. Ist folg- 
lich m das erste Glied und m(°) das letzte , CA die 

Richtung von P und C(") ^(" + 1) die Richtung von «, 
so hat man: 

P sin BC Jt' sinjnP'^' sinJ g(°) C(°) ^t" -*"^) 
« - sinACS' • sin ACir ' * ' ^^(n) ^(u) ^(o) 

Die Bedingungen des Gleichgewichts bestehen da- 
her gegenwärtig darin: 

1) dass die Normalen in der Berührung des er- 
sten (letzten) Gliedes mit der unbeweglichen Fläche 
nnd mit dem zweiten (vorletzten) Gliede und die Rieh^ 
long der Kraft P (Q) in einer Ebene liegen and siob 
in einem Punkte schneiden; 

2) dass eben so die Normalen in der Berührung 
jedes Mittelgliedes mit dem vorhergehenden und folgen- 
den Gliede und mit der Fläche in einer Ebene liegen 
und in einem Punkte zusammentrefTen, und 

3) dass zwischen den Intensitäten von P und Q 
di^s eben gefundene Yerhültniss zwischen den Sinus- 
sen der von den Normalen und den Richtungen von 
P nnd Q gebildeten Winkel statt findet. 

§.272. 

Um jetzt von der eben betrachteten Kette xu et- 
nem über eine unbewegliche Fläche gelegten und an 
Meinen Enden durch Kräfte gespannten Faden über- 
zugehen, wird es am einfachsten sejn, uns die Glieder 
der Kette als unendlich kleine einander gleiche Kugelik 
2u denken. Denn sind die Glieder kugelförmig, so 
Iraucht die Bedingung, dass bei jedem Glrede die Nor- 
malen in den drei Berührnngen mit der Fläche nnd d«f 
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zvrei angreozeiideii Gliedern sieh in einem Pnnicte schnei- 
den, nicht ausdrücklich erwähnt zu werden , da sämmt« 
liehe Normalen auf der Oberfläche einer Kugel in ih- 
rem Mittelpunkte zusammentreffen. Rücksichtlich der 
gegenseitigen Lage der Kugeln bleibt daher bloss die 
Bedingung übrig, dass bei jeder die gedachten drei 
Normalen in einer Ebene liegen, oder^ was auf das- 
selbe hinauskommt, dass die Mittelpunkte C, C^, C^' 
von je drei auf einander folgenden Kugeln m^ m\ ni' 
mit dem Punkte R^ in welchem die mittlere Kugel ni 
die Fläche berührt, in einer Ebene enthalten sind. 

Indem wir nun die Kugeln unendlich kleid und ein- 
ander gleich annehmen, lassen sich CU^ C'C\*.* 
als Elemente einer von der Fläche überall um den 
Halbmesser der Kugeln abstehenden Curve, d» i* eines 
über die Fläche gelegten Fadens, ansehen, und die 
letztere Bedingung drückt dann aus, dass je zwei nächst- 
folgende Elemente des Fadens, und die Normale der 
Fläche an derselben Stelle in einer Ebene liegen, d. h. 
dass in jedem Punkte der von dem faden gebildeten 
Curve die Krümmungsebene derselben auf der Flüche 
rechtwinklig steht. Bekanntlich ist dieses die charak- 
teristische Eigenschaft der kürzesten Linie, welche auf 
einer gegebenen Fläche zwischen zwei gegebenen Punk- 
ten derselben sich ziehen lässt ^). Mithin muss der 

*) Dies gilt wenigstens im Allgemeinen. In Jedem Falle aber 
wird man eine Carve, die jene charakteristische Eigenschaft besitzt^ 
in Theile zerlegen können , deren jeder ein Minimum zwischen seinen 
Endpunkten ist, sollte anch nicht die ganze Curve die|mÖglich kleinste 
zwischen ihren Endpunkten seyn. Zerlegt man z. B* den Bogen ei- 
nes grossten Kreises auf einer Xugel, der grösser als ein Halbkreis 
ist, in Theile, deren jeder kleiner als ein Halbkreis ist, so ist 
jeder dieser Theile die kürzeste Linie anf der Kugel zwischen 
ihren Endpunkten. Dagegen iat der ganze fiogen unter aUen 
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Faden xwiMchen seinen beiden Endpunkten mo liegen^ 
d(MM er die kürzeste lAnie ist, die auf der Fläche van 
dem einen Findpunkte desselben xum andern gezogen* 
ifferden kann^ oder doch soy dass genugsam kleine 
Theile desselben die kürzesten Linien zwischen ihren 



einfach gekrümmten Linien , die sich auf der Kngel zwischen seinen 
Enden ziehen lassen, die längste, und die Ergänzung dieses Bogens 
za einem ganzen Kreise die kürzeste auf der Kugel. 

Dass bei der kürzesten Curve, die sich auf einer gegebenen Flä- 
che zwif ehen zwei Punkten der letztern ziehen lässt, > die Krümmungs- 
ebene der Gur?e überall rechtwinklig auf der Fläche steht, lässt lich 
folgendergestalt geometrisch darthun« Seyen AB^ BC (Fig. 75.) zwei 
näcistfolgende Elemente der Curve, und ilfO, MP die Elemente der 
Fläche, in denen erstere Elemente enthalten sind. Die Elemente d» 
Corve wollen wir uns geradlinig und die der Fläche eben denken, 
und MN sey die Gerade » in welcher sich die letztem schneiden. Da 
pon die ganze Cur?e die kürzeste Linie seyn soll, welche zwischen 
ihren Endpunkten auf der Fläche gezogen werden kann, so mnss auch 
der Theil ABC derselben die kürzeste Linie unter allen seyn , welche 
Yon A geradlinig nach einem Punkte der MN und von da geradlinig^ 
nach C sich ziehen lassen. Da femer die Länge dieser gebrochenen 
Linie sich nicht ändert, wenn das eine der beiden Flächenelemente 
MO und 3fP, oder beide zugleich, mit den Linienelementen AB and 
£C, welche sie enthalten, um MN als Axe gedreht werden, so wird 
diejenige Linie ABC die kürzeste seyn, welche nach einer Drehung, 
wodurch MP in die erweiterte Ebene von MO fallt, zu einer unge- 
brochenen Geraden, als der kürzesten Linie zwischen zwei Punkten 
in einer Ebene, wird. Kommt daher C nach dieser Drehung mach C, 
so mnss B in die Gerade AC fallen« Nun beschreibt bei dieser Dre- 
hung die Gerade BC die Fläche eines geraden Kegels, Ton welchem 
ilfiV die Axe ist. Ein Element dieser Kegelflache ist der Winkel 
CBC \ die durch die Axe gehenden Ebenen MBC und MBC müssen 
folglich mit der Ebene des Winkels CBC unendlich nahe rechte Win- 
kel machen, d. h., weil BC die geradlinige Verlängerung von AB 
bt: die Berührungsebenen MO und MP der Fläche müssen aof der 
Krummnngsebene ABC der Carre rechtwinklig seyn. 
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Endpunkten sind. Dies ist die erste BedingUDg des 
Gleicbgevi^ichts. 

Sodann sind Tvegen der Gleichheit und unendlichen 
Kleinheit der Kugeln die Winkel ACBy BCA\ A'CB^ 
etc. unendlich ^weuig von rechten Winkeln, mithin ihre 
Sinus um unendlich kleine Grössen der zweiten Ord» 
nung von der Einheit verschieden. Zufolge der Pro- 
portion: T.T = sin BCA' : sin^CÄ, ist daher der Un- 
terschied je zweier nächstfolgenden Spannungen nur ein 
unendlich Kleines der zweiten Ordnung, also erst der 
Unterschied zweier Spannungen, zwischen welche eine 
unendliche Menge anderer fallen, d» i. der Spannungen 
an zwei um einen endlichen Theil des Fadens von 
einander entfernten Stellen, von der ersten Ordnung, 
d* h. die Spannung de* Fcidens üt überall von gleü 
eher OrÖMse; ihre Itichtung aber üt die der Tan^ 
gente der Fadenc^irve. 

Da nun am ersten (letzten) Elemente die Kraft P 
{Q) mit der vom zweiten (vorletzten) Elemente auf das- 
selbe hervorgebrachten Spannung das Gleichgewicht hal- 
ten muss, und dieses Element;^ gleich den übrigen, an 
der unbeweglichen Fläche beweglich ist, so ergiebt 
sich als zweite Bedingung für das Gleichgewicht des 
Fadens, dass jede der beiden Kräfte^ welche auf den 
Anfang und das Ende des Fadens wirken^ mit der 
Normale der Fläche und der Tangente des Fadens 
daselbst in einer Ebmie liegt ^ und dassy wenn man 
die Kräfte nach diesen Richtungen xerlegty die taU" 
gentialen Kräfte einander {und der Spannung des 
Fadens) gleich sind utid den Faden nach entgegen^ 
gesetzten Seiten zu ziehen suchen* 
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f. 273- 

Noch verdient die vom Faden au^ die Fläche ans 
geübte Pressung näher betrachtet zu werden. Die Pres 
sung, welche die Fläche von einem der unendlich klei 
nen einander gleichen Kügelchen erleidet, aus denei 
wir uns den Faden zusammengesetzt vorstellten, is 

nach §. 271: B= T^^^=TsmJCA'j{Fis.7*.) 

weil BCA' unendlich nahe =90''. Es ist aber sin^CL^ 
== sin Cfi^Cü^ und der Sinus des Winkels, den zwe 
einander gleiche Elemente CjC und CC der Gurve mii 
einander machen, ist gleich dem einen der Elemente 
dlvidirt durch den Krümmungshalbmesser der Curve 
Mithin ist R = TA : r, wenn r den Krümmungshalh 
messer und A die Länge eines der Elemente, oder, wai 
dasselbe ist, den Durchmesser einer der Kugeln be 
zeichnet. 

Yon n auf einander folgenden Kugeln, die einen 
so kleinen Theil = nA des Fadens einnehmen, dass dci 
Krümmungshalbmesser von einem Punkte des Theih 
zum andern unveränderlich angesehen werden kann, und 
dass die Pressungen, welche die Kugeln einzeln er- 
zeugen, sowohl ihrer Grösse, als ihrer Richtung nach, 
nicht merklich von einander verschieden sind, von n 
solchen Kugeln ist daher nach demPrincip der Zusam- 
mensetzung parfilleler Kräfte, die Gesammtpressung 

zsznTJk.r 

_rpds 

wenn wir die Länge des Fadentheils =ds setzen. Die- 
ses Resultat ist um so richtiger, je kleiner wir ds an- 
nehmen, und hängt nur noch insofern von k ab, als ds 
ein gewisses Vielfache von Jk ist Da uns aber nichts hin- 
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dert) k noch unendlich kleiner als «b, also von der 
zweiten Ordnung zu nehmen, während wir d* als eme 
unendlich kleme Linie der ersten Ordnung betrachten^ 
80 kann «b, als solche, jede beliebige Länge haben. 

. Die von einem tHeinente des Fadens hervorgebrachte 
Pressung steht demnach zu der Spannung des Fa» 
dens in demselben Verhältnisse y wie die Länge des 
Elements xu seinem Krümmungshalbmesser. 

§. Vi. 

Zusätze* o. Zu dem eben erhaltenen Resultate 
kann man auch durch folgende einfache Betrachtung 
gelangen. Auf jedes Element Afi (Fig. 76.) des über 
eine Fläche gespannten Fadens wirken an seinen En- 
den nach den tangentialen Richtungen AC und BIf 
die einander gleichen Spannungen T, und die Resul- 
tante derselben muss mit den Pressungen im Gleich* 
gewichte sejn, welche das Element von der Fläche er- 
leidet. Betrachten wir nun AB als einen unendlich 
kleinen Bogen eines Kreises, und ist M der Mittelpunkt 
des letztern und JV der Durchschnitt der Tangenten, 
80 halbirt die Gerade JVM den Winkel CNDy ist folg. 
lieh die Richtung jener Resultante, und die Intensität 
derselben ist 

sm CJVM r 

wenn wiederum ds die Länge des Elements AB, und 
r seinen Krümmungshalbmesser JMA bezeichnet. Eben 
80 gross, nur von entgegengesetzter Richtung, ist also 
auch die Resultante der auf das Element ausgeübten 
Pressungen. 

6. Der Coef&oient von ds in dem Ausdrucke für 
die Pressung dieses Elements ist nichts anderes, als die 
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Cresammtpressong einer der Längeneinheit gleichen Li- 
nie, wenn je zwei gleiche Theile derselben nach paral- 
lelen Richtungen gleich grosse Pressungen, und zwar 
jedes dem Fadenelemente ds gleiche Linienelement 
dieselbe Pressung, wie das Fadenelement, erfahren. 
Dieser Coefficient, den wir die Pressung fiir einen, dem 
Elemente ds zugehörigen, Punkt des Fadens nennen 
können, ist Ton einem Punkte des Fadens zum an- 
dern Teränderlicb , und das Product aus derselben in 
ein den Punkt mit begreifendes Fadenelement giebt 
die Pressung dieses letzt ern, — eben so, wie man bei 
einem ungleichförmig dichten Körper durch Multiplica- 
tion der Dichtigkeit an einer gewissen Stelle in ein da- 
selbst befindliches Raumelement die Masse dieses Ele- 
ments, oder bei einem mit yeränderlicher Gessch win- 
digkeit sich bewegenden Punkte durch Multiplication 
der in einem gewissen Zeitpunkte statt findenden Ge- 
schwindigkeit in ein diesen Zeitpunkt mit enthaltendes 
2!eitelement das während dessen beschriebene Ranm- 
element erhält. 

€• Da die Spannung des Fadens überall von glei- 
cher Grösse ist, so yerhalten sich die Pressungen für 
Terschiedcne Punkte des Fadens umgekehrt, wie die 
Krümmungshalbmesser, also direct iiie die Krümmun- 
gen selbst, so dass, wenn der Faden sich geradlinig 
über die Fläche fqrtzieht, er eine Pressung weder er- 
leidet, noch ausübt. 

d. Ist die Krümmung des Fadens überall gleich 
gross, 80 ist auch seine Pressung von einer Stelle zur 
andern dieselbe. Dies ereignet sich z. B. bei einem 
Faden, welcher über eine Kugel, oder über einen ge- 
raden Cjlinder mit kreisförmiger Basis gespannt ist 
Denn im erstem Falle ist die Curve ein grosster Kreis 
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dqr Kugel, im letztern im Allgemeinen eine ojlindrische 
Spirale (Schraubenlinie). Da, vfie sich leicht zeigen 
lässt, der Krümmungshalbmesser einer solchen Spii'ale 
gefunden wird^ wenn man den Halbmesser des Cylin- 
ders durch das Quadrat des l^inus des Winkels divi- 
dirt, den die Elemente der Spirale mit der Axe des 
Cylinders machen, so ist bei gleicher Spannung diov 
Pressung des spiralförmigen Fadens diesem Quadrate 
jproportional, mithin desto stärker, je mehr sich der 
' Winkel der Spirale mit der Axe einem rechten nähert; 
am stärksten, wenn dieser Winkel ein rechter ist, und 
damit die Spirale, in einen auf der Axe normalen Kreis 
übergeht; am schwächsten dagegen, oder vielmehr null, 
wenn der Faden parallel mit der Axe und daher ge- 
radlinig ist. 

e. Die zwei Kräfte am Anfange und Ende des Fa- 
dens müssen dergestalt gerichtet sejn, dass sie den 
Faden spannen, d. h. die Elemente desselben von ein- 
ander zu trennen, nicht sie gegen einander zu drücken 
streben, indem sonst wegen der Unsicherheit des Gleich- 
gewichts jedes Elements das Gleichgewicht des Ganzen 
keil Bestand haben konnte. Da ferner in der Wirk- 
lich . der Faden über die Fläche nur gelegt, nicht 
unzc 'ennlich mit ihr rerbunden ist, so rauss die Pres- 
sung, welche Faden und Fläche auf einander ausüben, 
ein gegenseitiger Druck seyn, und der Faden muss da- 
her der Fläche seine hohle Seite zukehren. — Wäre 
der Faden gegen die Fläche erhaben uüd würde er 
von den Kräften gespannt, so würde er sieb von der 
Fläche trennen, sein Gleichgewicht aber würde ein siche- 
res seyn, wenn die Trennung auf irgend eine Weise ver- 
hindert werden könnte. — Wenn dagegen der gegen 
die Fläche erhabene Faden von den Kräften an beiden . 
II, 12 
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Enden gedrückt würde, so tvürde er damit auch gegen 
die Fläche angedrückt, das Gleichgewicht aber wegen 
der Unsicherheit nicht bestehen können. — Wäre end- 
lich der Faden gegen die Fläche hohl, und drückten 
ihn die Kräfte an beiden Enden, so würde Trennung 
von der Fläche und Unsicherheit des Gleichgewichts 
zugleich die Folge seyn. — Es giebt daher hinsichtlich 
der Richtungen der Kräfte und der Lage des Fadens 
gegen die Fläche in Allem vier denkbare Fälle, von 
denen aber der ersterwähnte allein in der Wirklichkeit 
vorkommen kann, 

§. 275. 
Sollen zwei auf die Enden C und D (Fig. 76.) ei- 
nes Fadens CABD wirkende Kräfte P und Q, sich 
das Gleichgewicht halten, und ist nur der Theil AB 
des Fadens über eine Fläche gelegt, sind aber die 
Theile CA und BD frei, so muss nach dem allgemei- 
nen Gesetze, dass die einzelnen Theile für sich im 
Gleichgewichte sind, der Theil AB die kürzeste Linie 
bilden, welche auf der Fläche von A bis B gezogen 
werden kann; die Theile CA und BD aber müssen 
geradlinig sejtn, und die in (7, D angebrachten Kräfte 
P, Q, müssen die Richtungen AC^ BD haben. Es müs- 
sen ferner unter der Voraussetzung, dass die Fläche 
bloss vermöge ihrer Undurchdringlichkeit auf den Faden 
wirkt, C-4, BD Tangenten der Curve AB in A^ B 
seyn, und die Kräfte P, Q müssen einander gleich 
seyn. — Denn heisst T die Spannung des Theiles AB^ 
und wäre AC nicht die t^^ortsetzung der Tangente NA 
von AB^ so müsste doch, wegen des Gleichgewiöhts 
der nach AC und AN gerichteten Spannungen P und 
T am Endpunkte A von AB, die Richtung AC mit 
der Tangente AN und der Normale AM der Fläche 
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in einer Ebene liegen, und es müsste, tvenn man die 
Spannung P in Ä nach tangentialer und normaler Rieh- 
tung zerlegte , die tangentiale Kraft der Spannung 7 
gleich und entgegengesetzt seyn (§. 272.). Weil aber 
die Richtung AC nicht in das Innere des von der Flä- 
che begränzten Körpers gehen kann, so würde auch 
die normale Kraft nach aussen zu gerichtet seyn, folg- 
lich den Punkt A vom Körper abwärts treiben und da- 
mit das Gleichgewicht aufheben. Die normale Kraft 
muss folglich null, und daher die Spannung P d^r 
Spannung T m A gleich und entgegengesetzt seyn. 
Aehnliches wird rücksicttlich der Spannungen T und 
Q des Punktes B beii^iesen. Mithin sind CA und BD 
die Tangenten an AB in A und J?, und /*= T= Q. 

f 276. 

Wir haben bisher die Fläche, über, welche ein Fa- 
den gespannt ist, als unbeweglich betrachtet. Ist sie. 
dieses nicht, sondern entweder zum Theil, oder toll- 
kommen frei beweglich, so muss man noch das Gleich- 
gewicht berücksichtigen, welches am Körper, dem die 
Fläche zur Grenze dient, die vom Faden auf ihn aus- 
geübte Pressung mit den übrigen auf ihh wirkenden 
Kräften hält. Da aber am Faden die Pressung, welche 
er von der Fläche erleidet, mit den Spannungen der 
zwei Punkte des Fadens im Gleichgewichte ist, in de- 
nen er nach tangentialer Richtung von der Fläche ab- 
geht, so kann man statt der Pressung des Fadens. ge- 
gen die Fläche auch diese zwei Spannungen, d. h. zwei 
einander und der Spannung gleiche Kräfte, setzen, 
welche in den besagten zwei Punkten nach den gerad- 
linig fortgehenden Richtungen des Fadens wirken. Auch 
erhellet dieses sogleich daraus, dass man, unbeschadet 

12» 
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des Gleichgewichts des Ganzen , den auf der Fläche 
liegende« Theil des Fadens sich mit der Fläche fest 
▼ereinigen lassen kann. Denn alsdann ist von Pres- 
«ang nicht mehr die Rede, sondern es kommen nur die 
zwei erwähnten Spannungen in Betracht. Zu mehrerei 
Edrlänterung mag folgende Aufgabe dienen. 

f. 277. 

Aufgabe. Ein in sich , zurücklaufender Faden 
ABCDEF (Fig. 77.) ist um drei frei bewegliche Kor- 
per ly my n gelegt. Die Bedingungen des Gleichge- 
wichts zwischen drei auf diese Körper wirkenden Kräf- 
tevL Py Q^ B %n finden. 

Anflösung. Seyen BCj DE, FA die freien und 
daher geradlinigen Theile des ]f adeus, welche zwischen 
den Körpern /jmd i», m und n^ n und / liegen und 
sia tesp. beitihren; T die cönataate Spannung des Fa^ 
dsns; p^ q^ r die Richtungen der Kräfte P^ Qy ÜL 
Hiemack sind am Körper / zwei Kräfte^ jede =?; 7> 
Boeh den Rieklnngen AFy BC wirkend, im Gleichge- 
imohta mit der nach p gerichteten Kraft P; mithin 
■uMsen die drei Geraden AFy B€y p in einer Ebene 
ttego» and sich in einem Punkte schneiden, und der 
¥OB den zwei erstem gebildete Winkel muss von der 
dritten luJbirt werden. Gleiches findet statt in Bezug 
aal die zwei übrigen Körper m und i». Sämmtliche drei 
geradlmige. Theiie des Fadens müssen daher in ejiner 
Ebene liegen, also ein Dreieck GHI bilden, und diet 
Riehtnogen der Kräfibe müssen durch die Ecken diesem 
Dreiecks geken und die Winkel daselbst halbiren. Die* 
Verhältnisse aber, in welchen die K«*^^' a^^ Spann 
nung des Fad^ens und zu ei^*"' ' _.-7^^*S \ >cö> 
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Ö:T=2coBiiy:l, Bi T=2cos^Iti. 

Damit übrigens der Faden durch die Kräfte wirk- 
lich gespannt werde , niäs9en sie von dem Innern des 
DreiedLs &JEfI nach a^88en gerichtet seyn* 

f. 278. 

ZuafttB«. ^ Da das Glei^gewicht nöoh fortbe- 
steht, wenn die gegenseitige Liage der Theile dm Sy^ 
Sterns unveränderlich angenommen wird, so müssen sidh 
p, q^ r in einem Punkte schneiden, welches «i dem 
bekannten Satze der Elementargeemetrie führte dast 
die drei Geraden, welche die Winkel eines Dreiecks 
balbiren^ in einem Punkte Kusammentreflten. 

b^ UntersQohen wir ähnlicher Weise das Gleiehge- 
wicht zwischen vier Kräften^ welche auf vier frei be- 
wegliche mit einem Faden umschlungene Körper wir- 
ken, so müssen von den vier freien jmd daher g«rad^ 
linigen Theilen des Fadens je zwei auf einander foU 
gende ipi einer Ebene liegen, und der von ihnen gebil- 
dete Winkel mnss von der Richtung der Kraft, welche 
auf den dazwischen begriffenen Körpelr wirkt, halbirt 
werden. Da hiernach diese vier Theile des Fadens, in 
ihrer Aufeinanderfolge und genugsam verlängert, ein 
im Allgemeinen nicht in einer Ebene enthaltenes Vier- 
eck bilden, dessen Winkel von den Richtimgen der 
Kräfte halbirt werden, und da vier Kräfte, die sich an 
einem freien Körper das Gleichgewicht halten, falls sie 
nicht in einer Ebene sind, eine hyperboloidische Lage 
haben ($.99« o.), so gewinnen wir folgenden Satz: 
Die vier Göraden, welche die Winkel eittes nicht 
in einer Ebenö enthaltenen Vierecks halbirön, haben 
eine solche Lage gegen einander) dass jede Gerade, 
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Das GUabsrindkr eines i&fr cnBcfluobr aspaanak- 
tau Fftdene 'viril luobt vuterhriKdieii, *«reim num die 
FlMske v fii i 'nJBinil und fitvn öer Preasimrciu 'welche se 

itm Faden ansiiter, Krifrc aaidi Msaeibeii Ricdi- 
[ TOB deDscIiten intenoKkttBi anf ifan wirken 
Kwil 3 KJn£e mtae^ mtbb Riobnmfa -überall nomial 
anf den FaAea siait, in «maer KrünummrBidMSDe lie- 
§■■ anl vna «naer liaUfla Score saob ^at esduübenea 
aa cabsB^ Aeren Infcenshkt aber fiir feaea eoBefaiea 
Pmikl des Faäens ak venioliviaäeDd an bsanolirea ist, 
iadoB Ae Beabhanre aDer der auf eiaee nnendlioli 
tjäoacB Hiefl dsi lies fadens ^vrirkeDäen tkxiStt etbea- 
&fis ■mtmflIiffA kknn, =Pds iet^ ws> ^ dir Sjammmg, 
jBnfirt divfdi dea KriwmnnnrKhalhmesagr^ l^MWi^yt 

Soll nmenbelBl «in frei brwejrliQher Faihm im 
Clwiii h i iw i i tor arv'B^ wmm äessian Anfanss- and End- 
an&eweaiaih äni^ and ^i«Da unmial auf Jedes 
EäeoBfline ^b eine iLraf: .A^ iKick:« tc^p ^ eine 
Pnnki» des Faoens zom anänm naefa einem 
nsidi an beBttmaieaäen Gesetze iisrandcdioiie Qri»9Be 
mtU 9» an»s iait KkAmmcr der iLraf: in dnr KTiinimnn£:s> 
ckeaa des ODaNons lieami« iin£ J^ den: Krümmimcs- 
laJhaiBHHer nmgekehrt jirnjinninnal iirjpi;. ^onn am 
Klnmeme A oder .i£2 v^>f • 7&.< liaben sich dtt* EJraEt 
JKf and dir zwei S{ianninurflii an den Xaidpimkum ^ 
aai M des Eknoen^ das fijeixdurev.ioii^. Air Kran 
.Mk jniBS diiiar mii den an dir Fai'iencnri'r in JS. and 
M xffilBcaa Taacsinten JtC uul iKJ^^ <ak den £iolaoa- 
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gen der Spannungen, in einer Ebene, also in derKrüm« 
mungsebene des Elements, liegen. Sie muss femer 
daroh den Durchschnitt N dieser Tangenten , und weil 
sie zugleich auf dem Elemente normal seyn soll, durch 
den Mittelpunkt M seiner Krümmung gehen. Da hier- 
nach die Richtung Ton Pds den Winkel CND halbirt, 
so sind die Spannungen in A nnd J7, und eben so in 
je zwei andern unendlich nahe auf einander folgenden 
Punkten gleich gross, also die Spannung in aUen Punk- 
ten des Fadens Ton oonsUinter Grösse. Diese Span- 
nung aber verhält sich zur Kraft Pds wie sin^iVM zu 
BinAMB (§. 274. a.), d. i. wie JtJU oder der Krüm- 
mungshalbmesser zu jiB^ = dsy woraus das Uebrige 
von selbst folgt 

§. 280. 

Die so eben angestellte Betrachtung über das 
Gleichgewicht eines Fadens^ auf welchen überall nor- 
male Kräfte wirken , wollen wir jetzt ganz Terallgemei- 
nern und die Bedingungen des Gleichgewichts zu be- 
stimmen suchen, wenn auf jedes Element ds eines voll- 
kommen biegsamen und bis auf seine zwei befestigten 
Endpunkte frei beweglichen Fadens eine der Länge des 
Elements proportionale ^ übrigens aber ihrer Intensität 
und Richtung nach beliebig gegebene, Kraft Pds wirkt. 

Sey demnach in Bezug auf ein rechtwinkliches 
Coorilinatensystem die Kraft P aus den drei mit den 
Coordinatenaxen parallelen Kräften JT, Y, Z zusam- 
mengesetzt, und diese Kräfte irgend welche Functio- 
nen der Coordinaten x^ y, it, welche einem Punkte des 
Elements ds zugehören. Den Faden wollen wir uns, 
wie im Obigen, aus pinander sich berührenden, einan- 
der gleichen Kugeln gebildet vorstellen, deren jede 
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einen Durchmesser = dg bat. Sej m (Fig. 78.) eine 
dieser Kageln, welche die vorhergehende m, in A 
und die folgende m' in A' berühre. Die Mittelpunkte 
von m,y I», m'j sejen C,, C, C, so ist AJ^ =^t!fi =sz 
CO = d*^ und wenn x^ y, % die Coordinaten von C 
bezeichnen 9 so sind X'\-dx^ y + ^9 %-\r^^ ^^® Coor^ 
dinaten von O. Die auf den Fadentheil AA = €3b, 
also bei der gegenwärtigen Vorstellung, auf die Kugel 
mj wirkende Kraft PdM haben wir uns am Mittelpunkte 
C der Kuge^ angebracht ra denken« Sie muss im. 
Gleichgewichte sejn mit den Spannungen, welche die 
Kugel tn von den anliegenden m^ und m in ^ und Jt 
erleidet. Man setze deshalb die von m auf i»^ in ^ 
nach der Richtung Cfi ausgeübte Spannung = T^ und 
die von ni auf m in A' nach der Richtung CO 
ausgeübte = TT. Diese Spannungen werden bei der 
Allgemeinheit der jetzigen Untersuchung nicht mehr, 
wie im Vorigen, einander gleich, sondern als Functio- 
nen der Coordinaten von A und A anzusehen sejm, so 
dass, weil AAl z=i ds ist, T' eben so von x + dxy 
y +dyy z + dzj wie T von jr, y, x, abhängt, nnd da- 
her T'=T+dT ist Die Spannung T, nach den 
Coordinatenaxen zerlegt, gebe die Kräfte ,Uj V^ fF; 
sie sind, weil T die Richtung des Elements C^C hat: 

sind also gleichfalls Functionen von Xy y, z. Die Span- 
nung 7^, nach denselben Axen zerlegt, wird daher die 
Kräfte U+dUy F+dF, fF+dfF gehen. 

Die an der Kugel m sich das Gleichgewicht hal- 
tenden Kräfte sind demnach: erstens die Kraft Pd$ 
oder {Xdsy Yds^ ZdM)i zweitens die von m 
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nach CC gerichtete Spanuung T oder ( U + dU^ 
V^dV^ W+dlf^)y und drittens die vpn i»^ nach der 
Richtung . CC^ ausgeübte und durch ( — Uy — Fy — W) 
auszudrückende Spannung^ da sie der Spannung T 
oder ((7, F, W) gleich und entgegengesetzt ist. Sämmt- 
liche drei Kräfte schneiden sieb, wie gehörig, in einem 
Punkte Cj und wir haben somit nach §.. 67.. Zus« die 
drei Bedingungsgleichungen: Xds 4- (7 -f- dU — U 
= 0) etc. d. i. * 

(2) Xdi + dü=Oy YdsJ^dV=% Zd^ + Arr===0, 
oder Xds + d{T^\ =0, Tds + d(^T'^\ = 0^ 



^^^+<^S)=o- 



Aus den Gleichungen (2) und den vorigen (1) sind 
nun, wie bei jedem andern Problem der Statik, welches 
ein System mit einander yerbuhdener Körper betriffit, 
noch die Spannungen zu elimii|iren; dies aber kann 
hier nur durch Infinitesimalrecbnung geschehen. In 
der That folgt aus (2) durch Integration: 

(3) fXds+U=:Oy fYds+F=Oy fZds+ lir=0. 

we die noch hinzuzufugenden Constanten unter dem 
Zeichen mit begriffen sind. Hierauf aber fliessen in 
Verbindung mit (1) die zwei Bedingungen des Gleich- 
gewichts: 

(MX dx dy d% 

^^ fXds ~ JYds ~ fZdä • 

§. 281. 

Zusätze. 0. Die gemachte Voraussetzung, 'dass 
die Elemente di Ton gleicher Länge sejen^ bra^uoht 
bei dep erhaltenen Gleichungen nicht mehr beachtet zu 
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die unter dem Zeichen befindlichen x^ y sieh auf alle 
vom Anfangspunkte bis dahin liegenden Zwisohenpnnkte 
der Curve beziehen. Bezeichnet man daher erstere 
Coordinaten, um sie von den letztem zu unterscheiden, 
durch a:\ y^^ so kann man für (a) auch setzen: 

/[(^ -^') Yds- (y-y^ Xds] = 0. 

Da nun Xj y die Coordinaten des Elements ds sind^ 
und daher das in Klammern Eingeschlossene nichts an- 
deres, als das Moment der auf ds wirkenden Kraft 
{Xdsj Yds) in Bezug auf den Punkt {x% y') ist, so 
drückt die Gleichung unter dieser Form aus, dass das 
Moment aller auf den Faden von seinem Anfange bis 
zum f^unkte {x\ y') wirkenden Kräfte in Bezug auf 
den letztern Punkt null ist. 

Ist die Curve nicht in einer Ebene, oder doch nicht 
in der Ebene der x^ y, begriffen, so zeigt dieselbe 
Gleichung an, dass das Moment der Kräfte, wel- 
che auf den Faden von seinem Anfange bis zum 
Punkte {x'y y\ z), bis zu welchen man die Integration 
erstreckt; wirken, in Bezug auf eine durch den letz- 
tern Punkt parallel mit der Axe der ;t» gelegte Axe 
null ist. Analoge Bedeutung [haben die zwei ersten 
Gleichungen in (4^) rücksichtlich der Axen der x und 
der y. 

Der unmittelbare Grund dieses Ergebnisses liegt 
offenbar darin, dass, wenn der Faden im Gleicbge- 
wichte ist, an jedem Theile desselben die auf die Ele- 
mente des Theils wirkenden Kräfte und die Spannun- 
gen am Anfange und Ende des Theils eben so, wie an 
einem frei beweglichen festen Körper, im Gleichgewichte 
mit einander seyn müssen. Zugleich folgt hieraus, dass 
man zu den drei Integralen fXds^/Yds^fZds die nach 
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den drei Coordinatenaxen zerlegte SpaimuDg in dem 
Punkte^ Yon welohtfm man die Integrale anfangen läest) 
als Constanten hinzuzufügen hat. 

c. Umgekehrt kann man mit Hülfe des Prindps,- 
dass bei jedem .vom Anfange des Fadens an gereohoe- 
ten Theile desselben die Kräfte an den Elementen mit 
den Spannungen am Anfange und Ende des Theils das 
Gleichgewicht halten, ganz leicht die Bedingungsglei- 
chungen (4^) herleiten. Denn, um dieses nur für den 
Fall zu zeigen, wenn die Kräfte in einer und dersel- 
ben Ebene wjrken, so wird das gedachte Gleichgewicht 
nach $• 38. durch die drei Gleichungen bedingt: 

fXds+U=Oy fYds+F=Oy 
fa;Yds + a:F— fyXds--yU = 0, 

wo {Uy V) die Spannung am unbestimmten Ende (^,y) 
des Theils ist, die Spannung am bestimmten Anfange 
aber unter dem Zeichen ^ mit begriffen ist. Werden 
nun hieraus U und V eliminirt, so kommt nach gehö- 
riger Reduction die bereits erhaltene Gleichung: 

fdyfXds — fdxfYds = 0. 

* Dass die Spannung (17, F) im Punkte (;r, y) in 

tangentialer Richtung wirkt, ist eine unmittelbare Folge 

aus diesen Gleichungen. Denn es rerhält sich nach 

ihnen : 

dx.dy=fXda:.fYds=Ui K 

d. Jedes der drei Integrale fXdij fYds^ fZd» ent- 
hält eine willkührliche Constante* Die Gleichung für 
die Fadenourve in einer Ebene enthält daher drei will- 
kührliche Constanten, und die zwei yon einander unab~ 
hängigen Gleichungen für die Curye im Räume begrei- 
fen fünf Constanten in sich. 

Jene drei Constanten, bei *ein^ Curve in einer 
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Ebene, so wie diese fünf bei einer Curre im Räume, 
lassen sich unter andern dadurch beistimmen, dass man 
zwei Punkte, durch welche die Curve gehen soll, und 
die Länge des dazwischen begriffenen Stückes der 
Curve gegeben seyn lässt. Denn soll eine Curve einen 
gegebenen Punkt enthalten, so müssen, nachdem die 
Curve eben jst, oder nicht, zwischen den Coordinaten 
des Punktes und den Constanten in der einen oder den 
zwei Gleichungen der Curve eine oder zwei Bedingungs- 
gleichihigen erfüllt seyn; und die Forderung, dass der 
zwischen zwei gegebenen Punkten der Curve enthaltene 
Theil derselben von gegeben er Länge sey, führt, die 
Curve mag eben seyn, oder nicht, zu einer einzigen 
Gleichung zwischen der gegebenen Länge und den 
Constanten der Curve. Man hat daher in jedem der 
beiden Fälle eben so viel Gleichungen, als zu bestim- 
mende Constanten. 

§. 282. 

Die Gleichungen für das Gleichgewicht am Faden 
wurden in $. 280« aus den Gleichungen (1) und (2) 
durch Elimination der Spannung hergeleitet. Diese 
Elimination kann aber nicht allein, wie dort geschah, 
durch Integration, sondern auch durcl^ Differentiation 
bewerkstelligt werden. Setzt maa zu diesem Ende die 
Differentialquotienten 

(5) -^=1, ^ = 1?,^ = ?, wo daher 



(6) 



iS*+'j' + C' = l, und 

80 folgt aus (1) durch DifiFerentiation : dU = Tdl^ -f- 
MTy eto., und wenn man diese Werthe von dU, dVt 
dff^ in (2) substituirt : 
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(2*) [ Yds + Tdrj +rjdT = 0, 
[Zds + Tdi; + ^dT= 0. 

Um nun zuerst aus diesen Gleichungen T und dT 
mit einem Male zu eliminiren, multiplicire man sie 
resp. mit den Gocfficienten /, m^ n^ addire sie und be- 
stimme die Coefficienten so, dass 

^^^ j/</§ + mdi] + nd^ = 0, so ist auch 

(6) lX+mY+nZ=:=:0. 

Aus (a) aber folgt / : m':n = 7]d^ — ^drj : etc. , mithin 

(7) X{7jd;-;d7j)+Ym-^d^+Zilidrj^7jd'S)=0y 

eine von der Spannung freie Gleichung, welche zu er- 
kennen giebt, dass die Richtung der Kraft (-X, Y^^Z) 
oder P in der Krümmungsebene der Fadencurve lie- 
gen muss. Denn nehmen wir den Punkt {sc^y^ ^) zum 
Anfangspunkte der Coordinaten, so geht diese Ebene 
durch die drei auf einander folgenden Punkte der Curve: 
(0, Ö, 0), (flfcr, dyy d») oder {^ds^ rjds^ l,ds) und {^dx 
+ d'Xy 2dy + d^y^ 2dx + d^x) oder {2lds + (^ds 
4-^^^tf, ••.). Setzen wir daher die .Gleichung der durch 
den jetzigen Anfangspunkt gehenden Krümmungsebene: 

lu -{-mv + nuf = 0, 

wo u^ Vj w die Coordinaten bezeichnen, so muss sejn: 

tids + m,rids -^ntjds = 0, 
l[^(2ds + dU) + d^ds] + . . , = 0; 

und diese zwei Gleichungen lassen sich, wie man au- 
genblicklich wahrnimmt, auf die Gleichungen (a) re- 
duciren. Der Gleichung {b) zufolge ist aber auch die 
Richtung von [Xy F, Z) in dieser Ebene begriffen. 
Der statische Grund, aus welchem die Kraft P in 
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der Krümmaogsebene enthalten seyn muss, liegt be- 
greiflich darin, dass die Krtimmungsebene des Elements 
ds durch die zwei an den Anfangs- und Endpunkt des 
Elements gelegten Tangenten bestimmt wird, und dass 
mit den zwei nach diesen Tangenten wirkenden Span- 
nungcn des Elements die Kraft Pds das Gleichgewicht 
hält. 

— Ausser der Gleichung (7) kann man aus (2*) 
noch eine von T und c/T* freie Gleichung erhalten, in« 
dem man daraus T und dT einzeln bestimmt und als- 
dann den Werth von dT dem Differentiale des Wer- 
thes von 7 gleich setzt. Die auf diesä Weise sich 
ergebende Gleichung enthält daher noch die Differen- 
tiale von X^ Y^ Z\ sie vertritt in Verbindung mit (7) 
die Stelle der zwei Integralgleidüungen (4). 

§. 283. 

Zusätze, a. Um die Werthe von T und dT aus 
den drei Gleichungen (2**) zu finden, hat man jedesmal 
nur zwei der letzt ern zu berücksichtigen nöthig. Sollen 
aber diese Werthe zugleich eine symmetrische Form ha- 
ben, so kann man folgendergestalt verfahren. Man 
multiplicire die Gleichungen (2^) resp. mit ^, 17, ^ und 
addire sie, so kommt mit Anwendung von (5) und (6): 

(8) Xda: + Ydy + Zdz + rfT=0. 

Eben so findet sich durch Addition derselben Glei- 
chungen > nachdem man sie zuvor mit «Tg, dri^ d^ mul- 
tiplicirt hat: 

{Xd^ + Ydrj + Zd^ds + T (rfg^ + dtj^ +d^^) = 0, 

oder, wenn r den Krümmungshalbmesser bezeichnet: 

(9) Xdi+Yd^ + Zd^+T^^^O; 
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denn bekanntüch ist r = ^^^r^^,^,-^-^ '). 

b. Berechnet man aas (2*) noch die Quadrate von 
IC^ y, Z und addirt sie, so kommt: 

oder einfacher, weil X' + Y* +Z^ = F', und mit 
Oinführang von r: ^ 

(10) /- = I1+^. 

e?. Weil X, F, ^ = /*, f esp. mnltiplicirt in die 
Cosinus der Winkel, welche die Richtung von P mit 
den Coordinatenaxen macht, und weil dar^ dy^ dx:=€U^ 
resp. multiplicirt in die Cosinus der Winkel von ds mit 
denselben Axen, so ist, wenn (p den Winkel von P 
mit ds bezeichnet: Xdx -}- Ydy + Zdz = P cos q)ds* 
Hiermit reducirt sich die Gleichung (8) auf 

(11) Pcosq) ds+dT = 0, 



*) Diese Fonnel für den K^mmongshalbmesser durfte sich am 
dniachsten also beweisen |assen« — Seyea ds and ds' zwei nächstfol- 
gende * und daher ihrer Länge nach höchstens um ein unendlich Klei- 
nes der zweiten Ordnnng versdiiedene Curvenelemente. Man denke 
sich dieselben als geradlinig und nenne to den unendlich klonen Win- 
kel, den ds' mit dtr Verlängerung von ds macht, so ist, wie man 

ds 
veii8> r =s= — • Man beschreibe hierauf um den Anfangspunkt der 

AI 

Coordinfltea, als Mittelpofnkt, mit einem Halbmesser »s 1, eine Ku- 
gel und lege durdi ihren Mittelpunkt mit ds und ds* zwei Parallelen, 
welche die Kugelfläche in 8 und S^ treffen, so ist SS^ = oi. Da nun 
nach (5) , |, 17, ^ die Cosinus der Winkel sind , welche das Element 
ds mit den Cktordinatenaxen bildet, so sind ^, tf, C zugleich die Coor- 
dinaten von 5, und eben so I -h d^', V^ drj^ ^+ dC die Coordinaten 
von S', folglich w »= SS^ =» / (df* 4. {{j^^ ^, j^ij ^ woraus obenste- 
hender Ausdruck für r hervorgeht. < 
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und wenn vir den bieräns "fllessenden Werth von dT 
in (10) substitülren und die Wuniel ausziehen*: 

(12) /»8in9=^. 

d. Aus (11) und (12) folgt nachWegschafiung von 7: 

(13) Pr sin 9 + //'cos (pds=0. 
Diese Gleichung und die Crlelchung ^7), öder der 
Satz, dass die Richtung der Kraft überall iü derKrüoft- 
mungsebene der Fadencurve liegen muss^ enthalten 
demnach ebenfalls s^mmtliohe Bedingungen für das 
Gleichgewicht des Fadens. ' 

e. Man sieht leicht, wie man zu den sehr einfachen 
Gleichungen (11) und (12) auch unniittelbar gelangen 
kann. Sind nämlich C,C und CCT (Fig. 78.) zwei auf 
einander folgende Eleno^nte "des Fadens und bezeich« 
net man deü unendlich kleinen Winkel Ton C,C mit 
CC^ durch Wy so müssen an C in der Ebene C,CC^ die 
drei Kräfte/'tiKf, TyTj deren Richtungen mitC'C^resp. 
die Winkel 9), 180^ +(ay machen, im Gleichgewichte 
sejn. Dieüi führt zu den zwei Gleichungen: 

Pcosqprf*— rcos(ö+ r'=o, 

jPsinf) ds — Tsin o) = 0, 

welche mit der Bemerkün^j 4^9 Too&co von 7 nur 
um ein unendlich Kleines der zweiten Ordnung verschie- 
den ist, und dass ds: siniu =s~t3b: cass ^^^^%i ^T) und 
(12) übersehen. 

f. In dehi besonderen Falle, wenn j^e Kvitlti' Pdg 
auf ihrem .Elemente normal also fp imm^cF |i=i90? i8|^ 
wird nach (11) rfT=0, und nach (12)/*= T:r, also 
T constant, und P umgekehrt dem r proportiopal, — 
beides übereinstimmend mit den schon ob9^ i!w:^^^^r) 
für diesen Fall erhaltenen Resultaten. 
U. 13 
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Setmi wir mgekelirt ilTsO, 00 folgt ans (11) 
9> = 90% und mos (12) P= TiTj d. h. P ist auf der 
Fadenemre normal nnd im omgekehrteo Yerhältiiisso 
mit r. Hieraus fliesst folgender für die analytische 
Geometrie bemarkeaswerthe Lehrsatz: 

Sind x^ y^ % die reehtwinklidien Coordinaten raier 
CorFO im Ranme, nnd X^ Tj Z solche Functionen 
Ton Xf y^ % dass den Gldchnngen 

JEk£r+r4r + ZdEs = 0^ 
dx _ dy _ d% 

^ f\dM~J2di 



Genfige geschieht, so bat eine dardi den Punkt 
(jr^jr, %) der Cnnre gelegte gerade Linie, Ton wel- 
dier JE, F, Z die reditwinkügen Projectionen auf 
die drei Coordinatenebenen sind, die Richtung des 
Krfimmnngsbalbmessers daselbst nnd ist ihrer Lange 
nach demselben umgekehrt proportional, weldie da- 
her, wenn a rine gewisse, noch xu bestimmende 
Constante bezeichnet, = a : /(X< + T^ + Z^) ist 
Ist die Cunre in raier Ebene enthalten, und lässt 
man diese die Ebene der jr, y sejn, so werden % und 
Z null, und fie Torigen Gladiungen redudren sich auf 

Xdx + rdy = Oy 
dxfYdM=dyfXd9. 

Man setze nun X= — ^Jm^ ^ ^'^ wegen der 

«t«*««€leid.nng«»r=P^, «flu. P = 

^(X*-{- F*), und die letztere Terwandelt sich in: 

dxfPdx + dyfPJfy^^ 

IKese einfache Gleichung besitzt demnach die mok:- 
wfirfige EigcBschafk^ dass der durch sie bestimmte 
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Werth von P umgekehrt dem KrümmungpEihalbmesser 
der ebenen Gurve proportional ist, von welcher x und 
y die rechtwinkligen Coordinaten sind*)* 

§. 284. 

Untersuchen wir noch di^ Bedingungen des Gleich- 
gewichts , wenn der in allen seinen Theilen der Wir- 
kung von Kräften unterworfene Faden nicht mehr frei, 
wie in den vorigen §§«9 sondern auf einer gegebenen 
Fläche beweglich ist« Alsdann wirkt auf jedes Element 
dM desselben ausser der Kraft PdM noch der Druck 
der Fläche« Dieser Druck ist auf der Fläche recht- 
winklig, und kann 9 da er der Länge des Elements 
gleichfalls proportional ist, = iBfib gesetzt werden» Man 
kann daher aus den obigen für das Gleichgewicht eines^ 
freien Fadens gegebenen Formeln sogleich die für den 



*) Dies läist sich aoch leicht geradezu dartbon. Sey za dem 
Ende dysspdo;, so wird die Gleichung 

-^ fPdx = fj Fpdas 
und wenn man differentürt : 

— PdiVoi dpfPpdaf ^ Pp^dx. 
Bringt man diese Gleichung unter die Form 

Ppdx I pdp . 

fPpdx ~ 1+p* 

und integrirt dann wiederum, so kommt: ^ . 

log fPpdx = logC — i log (1+p^), 
wo log C die hinzuzufügende Constante ist Eine abermalige Differen- 
tiation der letztern Gleichung, nachdem sie yorher auf die Form 

C 



fPpdx 



gebracht worden, giebt endlich 

Dieser dem P umgekehrt proportionale Ausdruck ist aber bekannt- 
lich der des Krümmungshalbmessers« 

13* 
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Jetzigen Fall herleiten , mdem man statt Pdf die Re- 
saltante yon PdM und Rd9 setzt« 

Ist Dan /*=0 die Gleiehmig für die gegebene 

Fläche 9 so sind ^— , ^, -^ den Cosinussen der Win- 

fcel, welche die Nomale der Fläche, also die Richtung 
Ton Rd9y mit den Axen der x^ jr, % macht, proportio- 
naL Diese partiellen Differenzen, dividirt durch die 
Quadratwurzel aus der Samne ihror Quadrate, «md mithin 
die Cosinus selbst, wdche wir, als durch F bestimmte 
Functionen Ton x^ y, x, resp« ss e#, «^, tp setzen wollen. 
Bie Kraft Rd9^ nach den drei Axen zeriegt, gieht da- 
her die Kräfte RwU^ Mvdiy Mwd§ «id die CUeichmi- 
gen (f) in §. 380» werden damitt 

Xds + Buds + ^T^) =0, 
(14) Jfä + Bvds + rf(y^) = 0, 

Zds + Rwdi + i/(T J) = 0. 

Eliminirt man aus diesen drei Oleichungen R und 
T, — am Tortheilhaftesten aber ist es^ diese Elimination 
in Jedem speciellen Falle besonders zu verrichten, — 
so erhält man die Bedingungs^eiohung des Gleichge- 
wichts» Sind Xj T, ^ gegebene Fanetionen von jr,y,x, 
so lässt diese Oteichong in Yerbindang mit der Glei- 
chung f&r die Fläche die zum Gleichgewichte nothige 
Curve des Fadens erkennen. 

«.385. 

Zusatz. Aus der Gleichung für die Fläche: /^=0, 

folgt: 

sdP , dP, dP, ^ 
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mithin auch, weQ Uj v^w den partiellen Differenzen von * 
F nach ^, y, % proportional sind: 

uda: + vdy 4- wdx sas 0. 

Multiplioirt man daher die Gleichungen (14) resp. 
mit dx^ dyy dz und addirt £|ie hierauf^ so icommt, wie 
in §• 283,a.9 bei einem freien Faden: 

Xda^^Xdy + Zd% + dT=zO. 

Wenn folglich nur auf den Anffmg und das Ende 
des über die Fläche gelegten ^Fadens ihn spannende. 
Kräfte wirken, und daher Xj Y^ Z =:Q sind, so ist 
auch fif7=0, d. h. die Spannung ist von einem Punkte 
des Fadens ssum andern constant. In diesem Falle las- 
sen sich die Gleichungen (14) also schreiben : . 

(14*^) Mudsz^—Tdi, Itvds=—Tdfjy Ititds=—Td^ 

wo §, ^, ^ die in §. 282* angegebene Bedeutung ha- 
ben. Es folgt hieraas s 

Die durch den Punkt (^r, y, %) gehende Gerade, 
deren Projectionen auf die Axen der xiy y^ % sich wie 
Uy Vy w verhalten, d. i. die Normale der Fläche im« 
Punkte {xy y, x), ist demnacb in der Krümmungsebene 
der Fadencurve enthalten (§• 282.), oder mit andern 
. Worten: in jedem Punkte des Fadens ist seine Kriim- 
mungsebene auf der Fläche normal. 

Addirt man endlich die Quadrate der Gleichungen 
(14^), so erhält man, weil u^ Vy w die Cosinus der dre| 
Winkel einer Geraden mit den Coordinatenaxen sind, 
und daher !#*.+ «/* +«f2 =1 ist: 

d. h. der* Druck der Fläche ist der Spaiuiung, dividirt 
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durch den KrQmmnngshalbmesser gleich^ — Alles fiber- 
eingtiininend mit den schon in §• 272. und f. 273. ge- 
fundenen Resultaten. 

f. 286- 

Die Kraft P in dem Ausdrucke Pds ist, wie bcL 
reits erinnert worden ($• 274. 6.)y die Resultante Ton 
Kräften 9 welche auf eine Lioie, deren Länge = 1, 
nach parallelen Riehtungen wirken , dergestalt, dass 
iedes Element der Linie, welches mit dem Elemente 
ds des Fadens gleiche Länge hat, von derselben Ejraft, 
vAe dieses dsy af&oirt wird. Da aber in der Wirklich- 
keit jedes Element des Fadens ein kleiner physischer 
Körper ist und, als solcher, eine gewisse Masse hat^ 
und da die Schwerkraft und die andern in der Natur 
Torkommenden Kräfte sich über alle Theilchen eines 
Körpers, der Masse der Theilchen proportional, ter- 
breiten, so pflegt man die auf ein Fadenelement wir- 
kende Kraft dadurch zu bestimmen, dass man die 
Stärke der Kraft bei einer Masse = 1 angiebt, also 
annimmt, dass an einem Körper, dessen Masse = i, 
auf jedes Theilchen, dessen Masse der des Fadenele- 
ments gleich ist, eine eben so grosse Kraft,^ als auf 
dieses Element, nach paralleler Richtung wirke, und 
von allen diesen parallelen Kräften die Resultante be- 
stimmt. 

Hat nun die Kraft P diese letztere Bedeutung, so 
muss man sie, um ihre Wirkung auf das Element ds 
zu erhalten, in die Masse des Elements multipliciren. 
Letztere ist, wenn die Dichtigkeit des Elements == q^ 
und der auf seiner Länge rechtwinklige Durchschnitt 
c=s B gesetzt wird, = f^y nnd folglich P^tdi der dann 
statt des vorigen Pdi zu substituirendb Ausdruck. Auf 
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gjleiohe Art hat man statt der vorigen Xy Y^ Z diesel- 
ben Grössen, noch mit q^ multiplicirt, zu setzen. Da- 
bei sind (»und c, als von einem Punkte des FadeuB 
zum andern im Allgemeinen yeränderliche Grössen, 
Functionen der von seinem Anfangspunkte bjp, zum 
Punkte (Xy y^ %) gerechneten Länge 9 des Fadens, also 
ättoh Functionen von x^ y, % selbst« 



Ton der Ketlenlinie. 

f. 287. 

Die bisher vorgetragene allgemeine Theorie des 
Gleichgewichts an einem vollkommen biegsamen Faden 
wollen wir jetzt auf den einfachen Fall anwenden^ 
wenn sämmHiche auf die Elemente dei Fadens wir- 
kende Kr qfte einander paraUel smd^ der Faden sßlbst 
aber war mit seinen beiden JÜm^mn/kten befestigty 
sonst frei beweglich ist. Man lege zu dem Ende das 
Coordinatensystem so, dass die Aze der y parallel mit 
den Krätten wird, so ist durchweg JC = 0, ^= 0, 
folglich JXds^Ay f2Sds:s±Cy Vio ^ und C noch 
zu bestimmead#- Constanten bedeuten, und man erhält 
nach den Fonoeln (4) in §. 280: 

dx dy ' d% 

~A~ yfds—'c* 

Bieraus fliesst durth nochmalige Integration 

a 

d. b. die Fadenct§rve ist in einer mit der Axe der y, 
also mit den Kräften parMlelen Ebene enthalten^ 
Werde diese Ebene zu der Ebene der ^, y genommen. 
Weil ^ = die Gleichung der letztem ist, so werben 
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dunit C=:0 und ZI=sO, und ^ir haben nur ndoh did 
Gldohuuj; , 



ttv «y 



_«^ 



tftt' berückiriehHi^n, worausr siob^wenn F, als Function 
ttiw^tf nady^ gegeben ist, die. Gleichung föir die Fk. 
denourve, und umgekehrt , wenn letzter^' gegerben isi^ 
die Function Y finden lässt* 

' Die Spannung T des Fadens im Punkte (;r, y) ist 
ans den zwei mit den Axen der j; und y parallelen 
Theilen «7= — /JTA = — ^ und F='^fYds = 
'^Ap zusammengesetzt (§• 280.), mithin 

* 

Die Spannung ist daher in jedem Punkte uooijpe« 
kehrt dem Sinns dei^ Winkels proportbaai) den ditf 
den Faden daselbst Berührende mit der Axe der y^ 
4* ]• mit der Richtung der Kräfte , macäit. 

Smd demnach NK :mA> N'^K' (Fig.^70k) 9wei a^i 
zwei Punkte iVund iVVdes Fadens getogte T«agenleB 
nad schneiden dieselben eine itrit den Kräfte^ parallri 
gezog^ni^ Gerade IKK' in K undü^^ siob sdhst aber 
in Ly so verhalten sich die Spannungeia«!* N und N'j 
wie die Sinus von IK'N* und IKN^ »Iso auch wie 
KL und K'Ly d. h.: 

Zwei einen Faden^ der unter Eün^wirkung paraU 
hier Kräfte im Gleichgewichte Hty Jef^&A^'enäe Seiten 
eines Dreiecks ^ dessBm dritte Sei^ fnit den Kräften 
parqUel isty t/erAalten sich wie die Sfi^nnimgen des 
Fadens in den Berührungspupktsn* 
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Der id der Wirklichkeit anthäbfigsten voi'koaimende 
nnd am meisten interessirende Fall isf dlsrjeiii^e, 'wenn 
der Faden- überall gleiche Dicke und Dichtigkeit hat, 
nnd ^enn die auf ihn wirkende ffraft die Schwerkraft 
ist. Die unter diesen Umständen t«m Faden gebildete 
Cnrve heisst vorzugsweise dte' Kettenlinie. Da die 
Schwerkraft nach yerticaler Richtung von oben nach 
unten auf gleiche Massen gleiche Wirkung ausübt, so 
ist, wenn wir ihre Wirkung auf dnen FadentheiT, des- 
sen Länge =^ 1 ist, oder daä Gheiricht dieses llieils, g 
nennen, g eine constante Grössl^ 'und wir haben, wenn 
wfar die positive Richtung der A^e der y vertical, von 
Ulkten nach oben gehend, annehmen, Tz=z^-^g zn 
setzen. Hiermit wird fYdt == — g^+ B^ und die obige 
Bedingungsgleichung geht über int 

Ton welcheni Punkte auä die Fadenlänge, nach der 
einen Seite zn positiv, nach der' andbrn negativ,* ge- 
rechnet wird, ist noch willkührlleh. Werde hierzu deiv 
jenige Punkt S (Fig. 80.) geofominen, in welchem die 
Tangente der - Curve. horizontal, also p=0 ist. Weil 
hiernach # und/» zugleich null werden Rollen, so wird 
auch die Constante i7=0', uüd die Gleichung reducirt 
sich auf 

setzt» ' 




wenn man noch — 

Dies ist dettinach die CSefeBung der Kettenlinie, 
und zwar in der möglich einfachsten Form. Sie be-^ 
steht zwischen den von S aus gerechneten Bogen # 
und der trigonometrischen Tangente p des Winkels, 
den die an die Curve gelegte Berührende mit der ho- 
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rizontalen Axe der x macht Da der Gleichung zu- 
folge je zwei einander gleichen ^ aber entgegengesetz- 
ten Werttien von ^. auch, gleiche und entgegengesetzte 
Werthe von p zugehören, so leuchtet ein, dass die 
Cnrve von einer durch jS> gelegten Yerticale in zwei 
symmetrische Hälften getheilt wird, und dass daher S 
in der^elb^n Bedeutung, wie bei andern geometrischen 
Curven, der Scheitel der Kettenlinie ist 

Durch Worte ausgedrückt, würde hiemach die 
Gleichung h^zzsp also lauten: 

Jeder van dem ßc^itel an gerechnete Bogen ei- 
ner Kettenlinie üt ,def[:^ trigonometrischen Tangente 
des Winkels proportional^ welchen die an den Emd^ 
punkt des Bogens gelegte Berührende mit der Be^ 
rührenden am Scheitel machte 

Da übrigens die Curve eines im Gleichgewichte 
befindlichen Fadens der ^Richtung, nach welcher die 
Kräfte wirken, stets ihre erhabene Seite zukehrt (vergl. 
§• 274. e»)y so ist die B^ettenlinie nach unten zu erha- 
ben, und der ScheiteL^, j^ welchem die Tangente ho- 
rizontal liegt, muss der tiefste Punkt der Linie seyn. 

f , 289. 

Um die Kettenlinie construiren zu können, wollen 
wir noch ihre |GIeichung zwischen den rechtwinkligen 
Coordinaten x und y entwickeln. Sey deshalb der Win- 
kel der an die Curve im Punkte (or, y) gelegten Tan- 
gente mit der Axe der y, £= v^, so ist * 

dx =^ds . sini//, dy ==i ds • cost/^, p = cotgi//. 

Die Differentialgleichung hds = €^ der vorigen : 
hs=zp^ wird damit 

hdx hdy dtp 



smv^ cos^/ 



smv^ 
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folgLch ^fo = - ^-j^, Afy = - -gg;:^ , woraus 

duroh Integration 

i 

fliesst. Die Werthe der Constanten o und c' hängen 
von der Wahl des Anfangspunktes der Coordinaten ab. 
Man bestimme diesen, der Einfachheit willen, so, dass 
c und c' null werden, dass also für yj = 90^ , d. ^h. für 
den Scheitel, ^=0 und y = 1: A wird, dass folglich 
der Anfangspunkt O vertical unter dem Scheitel und 
von ihm um einen Abstand OS = tik entfernt liegt. 
Hiermit werden die vorigen zwei Gleichungen: 

hx =— logtangiv^ oder tang|^ = ^ , 
wo e die Basis der natürlichen Logarithmen bedeutet, 

und 

Ay = 1 : sint// = i (cotg ^i// + taug ^ i//) , 
mithin, wenn man rjj eliminirt: 

oder in noch einfacherer Form: 

Ay==cos(^r)/ — !)• 
Dies ist demnach die gesuchte Gleichung der Ket- 
tenlinie zwischen x und y* Die Linie 1 : ^, -— denn h 
ist von der Dimension — 1, — drückt den Parame- 
ter der Curve aus. Die jetzige Axe der ^, also die 
Horizontale, welche um einen dem Parameter gleichen 
Abstand unter dem Scheitel liegt, wollen wir die Di- 
rectrix der Kettenlinie nennen« 

§. 290. 

Zusätze, a. Da sich in der erhaltenen Gleichung 
der Werth von y nicht ändert, wenn man den Von x 
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in den entgegengeBetzten verwandelt, so bestätigt sich 
damit die obige Bemerkung (§• 288. ), dass durch die 
Axe der y die Curve symmetrisch getheih wird. 

b. Die Kettenlinie ist eine rectificirbare Curve« 
Denn man hat für den vom Scheitel anfangenden Bo^ 
gen 9\ 

hs z=:zp = cotgv = T (cotg |t// — tang 4t//), 

also h$ =^\\e — e 1> 

oder A# = — |/— l8in(Ä;t'}/ — i). 

So wie daher, wenn man den Parameter zur Li- 
nieneinheit nimmt, die Ordinate y der Cosinus der ima- 
ginär genommenen Abscisse ist, so ist yon derselben 
imaginären Grösse der Bogen s der imaginär und ne- 
gativ genommene Sinus *)• 

Aus den durch x ausgedrückten Werthen von y 
und ä folgt femer: 

und hieraus: h^ {ff^—s^)=zty d. h. 



V *^) Diese Bemerkong fühxt zu einer unzähligen Menge von Rela- 
tionen bei der Kettenlinfe; denn jede goniometrische Formel lässt sich 
damit in •eine solche nmwanddn. So folgt z. B. ans den Formeln, 
wekhe den Sinnt und Cosinns des Cnterscbledes zweier Bogen durch 
die Sinus nnd Cosinns der Bögen selbst aasdrQoken, der Satz: 

Ist O (Fig. 80.) der unter dem Scheitel S liegende Punkt der 
Directrix, M^ und iV, zwei beliebige andere Punkte der Directrix 
und Fl ein dritter Punkt derselben, welcher so liegt, dass OP^sitf ^iV^; 
sind ferner K, iV, P die über Jf^» i^i» Pi befindlichen Punkte der 
Kettenlinie, so ist: 

S0,8P^ SN. MM^ -- SM. NN^ , 
SO . PP^ — MM^ . NN^ — SM . SN. 

Eben so entspricht 4er goniometriechen Formel: cota^ >f sina' 
»» 1, die GldohiiBg: MMj — BM^ sa aO\ n. ■• w. 
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Das Quadrat eines vom Scheitel an gerechneten 
Bogens einer Kettenlinie ist dem Quadrate der Ent- 
fernung des JßndpunJktes des Bogens van der Direc- 
trix^ vermindert um das Q/uadrat des Parameters^ 
gleich. » 

c. ^Die Differentiatioii der letzterhaltenen Gleichung 
giebt: 

ydy:=zsds 
und weil hsdx =5 €fy (§. 288.) , 
so ist auch hydx^=^ ds 

und hfydx sss s^ d. jb. 

Das Flächenstuek j welches von einem Bogen ei^ 
ner Kettenlinie^ den von den Endpunkten des Bo- 
gens auf die Birectrix gefällten Perpendikelnr und 
dem dazwischen ewthaitenen Theile der XHrectrix 
begrenzt wird^ ist dem JProducte aus dem Bogen in 
den Parameter gleich, und daher dem Bogen selbst 
proportional. 

§.291. 
Die Spannnog T der Kettenlinie im Punkte {x^y) 

ist = — ^j/r+>"^ (§. 287.). Nach §. 28a ist aber 
^ = — ^ : A, und p=ihs^=z cotgt// (§• 289.)9 folglich 

Im Scheitel ist « = 0, und daher die Spannung 
daselbst = g- : A. Bezeichnen wir sie mit r, so wird 

Die Spannung ist demnach im Scheitel am klein* 
sten^ und der Unterschied der Quadrate der Span* 
nungen im Seheitel und in irgend einem andern 
Punkte der Kettenlinie ist dem Quadrate des 6e- 
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wichts de9 xwUchen beiden Punkten begriffenen Thei- 
lei der Kette gleich. 

Die Richtigkeit dieser Gleichung erhellet auch 
schon daraus, dass alle Kräfte, welche auf einen Tom 
Scheitel S (Fig. 80.) anfangenden Theil SM der Kettenli- 
nie wirken, auch dann Hoch sich das Gleichgewicht hal- 
ten, wenn sie parallel mit ihren Richtungen an einen und 
denselben Punkt getragen werden. Diese Kräfte sind 
die Spannungen t und T in S und M und die Resul- 
tante gs aller Wirkungen der Schwerkraft auf den 
zwischen S und M enthaltenen Theil des Fadens. Die 
Richtungen yon r und gs schneiden sich aber recht- 
winklig; folglich etc. 

Die andere Gleichung fiir die Spannung, T=gy^ 
giebt zu erkennen, dasM die Spannung in irgend ei^ 
nem Punkte M der Kettenlinie dem Oeteickte eines 
Theils des Padenf gleich ist^ welcher den Abstand 
des Punktes M von der Directrix zur Länge hat. 
Das Gleichgewicht des die Kettenlinie bildenden Fa^ 
dens wird daher nicht unterbrochen^ wenn man letx- 
tern in M über eine unendlich kleine daselbst pnge^ 
brachtß Rolle fuhrt und bis zu der Directrix frei 
herabhängen lässt. 

Ist folglich y — so können wir umgekehrt schlies« 
sen, — ein über xwei unendlich kleine Rollen gelegter 
und mit beiden Finden frei herabhängender Faden 
im Oleichgewichte y so liegen die beiden Finden in 
einer Horizontalen y nämlich in der Directrix der 
vom mittlem Theile des Fadens zwischen deti Rollen 
gebildeten Kettenlinie.: 

§. 292. 
Zusätze* a. Eine unmittelbare Folgerung au9 
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letzterem Satze ist, dassj wenn man einen in sich %t$^ 
rücklaufenden Faden über »wei unendlich kleine RoU 
len A und B (Fig. 81.) hangt ^ die zwei Kettenlinien 
ASB und ASB^ welclie er somit bildet^ eine ^ge^ 
meinschaftliche Directrix haben* Denn lässt man von 
einer der beiden Rollen , A^ einen Faden frei herab« 
bangen, von solcher Länge AC^ däss sein Gewicht der 
Spannung im Punkte A des in sich zurücklaufenden 
Fadens gleich ist, so wird, weil A als gemeinschaftli- 
cher. Punkt der beiden Kettenlinien zu betrachten iöt, 
die durch C gelegte Horizontale CD sowohl der einen, 
als der andern Kettenlinie, als INreotrix zugehören* 

b. Sey D der Fusspunkt des von der andern Roll6 
B auf die gemeinschaftliche Directrix gefällten Per- 
pendikels, und jS>, S die Scheitel der beiden Ketten- 
linien, so ist 

CA^ — A8^ = DB^ — SB^ 
= dem Quadrate des Parameters der Kettenlinie ^jSi? 
(§•290. ^•), und eben so - 

CA^—AS^^DB^^SB^S 
folglich {SB+AS){SB^AS)=iSrB+ASf){S'B'^AS'). 

Legt man nun durch die tiefere der beiden Rollen, 
welche A sey, eine Horizontale, die den Kettenlinien 
ASB und AS^B in U und U begegne, so ist der Bo- 
gen AS =SU und AS' = S'Ü'. Hiermit wird die 
letzterhaltene Gleichung: 

ASB.ÜB='AS'B.U'B, 
d» h. : fPtrd ein in sich selbst zurücklatifender Fa^ 
den über xtpei unendlich kleine Mollen gehängt^ so 
verkalten sich die zwei von ihm gebildeten Kettenli" 
nien ihrer Lange nach umgekehrt y wie die Theile 
derselben y welche oberhalb der dtMrch die tiefere der 
beiden Rollen gezogenen Horizontale liegen. 




^ 
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e. So wie im Punkte <^, y) der Eettenlinie die 
Spannung T=:gy ist, so ist. sie in irgend einem an- 
dern Punkte (sr'yy) der Linie, =gy', und daher, wenn 
letztere Spannung 7^ genannt wird: 

eine Gleichung, wdebe auch unmittelbar dnroh Inte- 
gration der Gleichung (8) in §. 283. herrorgebt, wenn 
man darin, wie es hier der Fall ist, Jl = 0, T=-^gy 
Zs=0 setzt. Sie drülökt den Satz aus, dass der IJn- 
terschied zwischen den Spannungen in zwei Punkten 
des die Kettenlinie bildenden Fadens dem Gewichte 
eines Theils desselben Fadens gleich ist, dessen Länge 
die Höbe des einen Punktes über den andern misst. 

Dieser Satz lässt sich übrigens auch ohne Anwen- 
dung der bisher yorgetragenen Theorie durch folgende 
einfache Betrachtung dartbnn. — Sejen JU^ und JV 
(Fig. 80.) zwei Punkte einer KettenBnie, M der tie- 
fere, N der höhere, und JL ein dritter Punkt, welche^ 
mit JU in einer Yerticalen und mit JV in einer Hofs- 
zontalen liegt. Man befestige in Jf, JV und X drei un- 
endlich kleine KoUen und lege von Zr bis iV einen ^. 
raden horizontalen Steg. Man führe hierauf den über 
jUT hinausgehenden Tbeil des Fadens «her die Rolle JV 
und den Steg JVL bis Z/, und den üfcer M hinaus -sich 
erstreckenden Theil des Fadens unter der Rolle JU 
weg in verticaler Richtung gleichfalls bis £/ und Ter- 
knüpfe ihn über der in Jj angebracUen Rolle mit dem 
ersten Theile, so dass man einen über drei Rollen ge- 
legten, in sich zurücklaufenden Faden erhält« Ist nun 
' dieser Faden, sich selbst überlassen, in Ruhe, -^ denn 
eine contiauirliche Bewegung dessel{>en anzunehmen, 
streitet gegen die Unmöglichkeit einer solchen — «o 
wird jeder seiner drei Theile nooh 4ie vorige Form 
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Laben. Vom Theile LN ist dieses für sieh klar. Wäre 
ferner der frei von L bis üf berabgehende Theil nicht 
geradlinig, sondern gekrümmt, so müsste, weil L und 
M in einer Yertioalen liegen, ein Theil von Z^üf seine 
hoble Seite nach unten zu kehren,, welches wegen der 
nach unten zu gerichteten Schwerkraft nicht möglich 
ist. Der frei von M bis-iV sich erstreckende Theil 
wird daher noch die anfiängliche Länge und damit auch 
die anfiängliche Gestalt haben. Denn es darf wohl als 
Grundsatz zugestanden werden, dass es für einen schwe- 
ren Faden ven gegebener Länge, der mit seinen En. 
den in zwei Punkten aufgehängt wird, nur eine einzige 
Form gtebt, unter welcher er im Gleichgewichte ist. 

Da also der Fadentheil MN noch die anfängliche 
Form hat, so sind auch s^ine Spannungen in M und 
N^ welche T und T' heissen, dieselben geblieben. 
Nach §• 270. ist nun die Spannung in jedem Punkte 
von LNy also auch in Z^, eben so gross, als in N 
selbst, folglich = 7\ Denn die auf den Theil NL . 
wirkende Schwerkraft wird von dem horizontalen Stege, 
aiaf welchem er liegt, aufgehoben und kann daher auf 
die Spannung keinen Einfluss äussern. Von der andern 
Seite würde die Spannung in £, so wie in jedem an- 
dern Punkte von üfZr, eben so gross, als in Jlf, mit- 
hin = T seyn, wenn der Fadentheil ilfXr keine Schwere 
hätte. Weil aber die Schwerkraft auf ihn gleichfalls 
einwirkt, so ist die Spannung in h der um das Ge-' 
wicht Ton ML vermehrten Spannung in M gleich, also 
r'= T+g.MLy wie zu erweisen war. 

d. Ist, wie. im vor. §., % die Spannung im Scheitel 
jSi, T die Spannung in irgend einem andern Punkte 
Mj und sind in Bezug auf eine beliebige unterhalb S 

in der Ebene der Eettenlinie gezogene Horizontale, als 
H 14 



B«^M »M=sa »■■Ulf vM: 7"- =s' -rf'«^- Die 
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iea a\äAmm% iew KcttcafiMc sdkl gcbagL Dus 
iaWf/4<r » Obigea 4»ck l:i augnkücfcle Pan- 
»eUr ist, bedarf keiner Crinerau. 

^ Aoefa £e FimdTrrtalgleicfcmg Af =:r^ (§. 28&) 
luMiD aaf fjua. eleaiealare Weise ho^ elcitct werden. 
Da o&mlieli die SfMumaa^ 7, weleke mit der An der 
y dea Wiakel v^ oiaelit, die Restütaate der Syaeaang 
T osd der Kraft gs iet^ wean ktxtere beide aaeb dea 
poiftiren Riebtaogea der Axea der jf aod der y wk- 
kead aageoeaiBiea werdea, so bat amui 

folglich eotg^=r^, iLi. p=^^=sAs. 

f. Nach der Gleichang (12) in §. 283, und weil 
P.=:i — g^ y=r — \\f und 71510^ = ^ »sf» hat man: 

/^muq> gr Af^ 

Die KetteDliDie besitzt daher noch die merkwürdige 
Kigenschaft, das$ m jedem ihrer Ihtnkte der Krüm^ 
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fntmgähalime^ser dem ^MKlHiite det SfHimmng prb^ 

pertioned ist. 

Im Sohdtißl^ wo T±±f ist) wiM rtHsiiA. d. tu 

der Krümmimg9Mlimei$er im SekeStel ist dem I\h 

rameter gleich. 

§.293. 

Aüfgak^e. Ein gleiohf8:rniig sv^hwelr^]* Fftdeil ^il 
gegebener Länge / wiri) mit seineta Enddn aü tvrti ge- 
gebenen unbewegliehen Punkten M und iV (Figt 80.) 
befestigt. Die Elemente der von ihtai gdbild^teH Ket« 
tenlinie zu bestimmen. 

Auflösung. Die Linie ist in der dtirob M nnd 
N zu Icjgendeu Yerticalebene enthalten. In Bezug auf 
ein rechtwinkliges Coordinatensjstem in dieser Ebene^ 
von welchem die Direotrix der Kettenlinie die Absois- - 
ßenlinie, uäd der Punkt O der Direetrix, welcher yer- 
tical unter dem Scheitel S liegt^ der Anfangspunkt der 
Abscissen ist^ in Bezug auf dieses System seyen Xy y 
die Coordinaten von üf, und or -(- a, y4-^ die Coordi- 
naten von N\ sey femer der Parameter der Kettenlinie 
= 1 : A9 und der Bogen SM = #, also der Bogen 
SJV=s + ly wo die Bögen e und / positiv zu nehmen 
sind, wenn es ihre Pröjectionen auf die Axe der x 
sind. Alsdann ifit nach §• 290. 6. füx den Punkt JUz 

U(y+e)^e'^ 
und eben so für den Punkt Ni 

Duroh die gegebene gegenseitige Lage ton Jlf und 

IV Aind Aun « und 6 gegeben j ei sbd nämlioh die Co* 

14« 



(«) 






(*) 
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ordinaten von N in Bezug auf ein System > dessen An- 
fangspunkt üf , und dessen Abscissenlinie die durch M 
gelegte Horizontale in der durch MN gelegten Verti- 
oalebene ist. In Beziehung auf dasselbe System sind 
— o? und — y die Coordinaten von O^ also — x+(tih) 
und — y 4- (1 : A) die Coordinaten des Scheitels. Indem 
wir daher aus den 4 Gleichungen (a) und {b) den 
Bogen # eliminiren und die 3 Unbekannten h^ x^ y 
durch die Gegebenen /, 0, b ausdrücken, wird sich die 
Grosse und Lage der Kettenlinie bestimmen lassen, 
und damit unsere Aufgabe gelöst seyn. Die hierzu bö- 
thige Rechnung ist folgende. 

Durch Subtraction der Gleichungen (0) Ton (£) 
folgt: 

U(3+/)=*''(*;--i), 
U(Ä-/)=*-*«(*-^-i), 



und bieraus A^il^—b^)=^ {e —1)% oder wenn man 



l/jr/2 ^2\ 

^^ ^=0und (e) ak=sx setzt: 



Um hiemach die / Unbekannte s aus der durch /, 
0, b gegebenen Grösse e zu finden, muss man entwe- 
der Tcrsuchs weise verfahren, oder eine Tafel constmi- 
ren, welche fiir jeden Werth Ton e den zugehörigen 
für » giebt. 

Hat man somit die transcendente Gleichung (/) 
aufgelöst, so macht die Bestimmung der Gesuchten A^ 
X und y keine Schwierigkeit mehr. Denn h findet sich 
alsdann ans (^)y x aus einer der Gldohungen (c)^ und 
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y aus der Gleichung 2^=stf +0 (§• 289.)^ welche 
durch Addition der Gleichungen (a) hervorgeht 

Zusätze, a. Die Entwickelung der transcenden- 
ten Function von % in eine Reihe giebt: 

* +1.2.3.2^ + 1.2.3.4.5.2* +••• 

Zufolge der Gleichung {f) muss daher o^i,^ und 
mithin,, wegen (d), l'^^a'^ -\> b^ soyn, was auch schon 

daraus fliesst, dass )/a^-t-^^ die Sehne des Bogens / ^ 
ist« 

b. Setzt man £ acsO und a = l, so wird nach [d) 
und (tf) , /=: c und A z=s »• ^ Die nach (/) zu construi« 
rende Tafel giebt daher zunächst und unmittelbar den 
Parameter 1 : % einer Kettenlinie, deren Länge = o 
ist, und deren Aufhängepunkte, wegen 6 = 0, in einer 
Horizontalen sind und in einem Abstände a = 1 von 
einander liegen. Die Bestimmung des Parameters ei- 
ner in irgend zwei Punkten angehängten Kette wird 
folglich immer auf den einfachen Fall ieurückgebracht, 
wenn die Gerade durch die zwei Aufhängepunkte eine 
Horizontale ist^ 

e. Ueberhaupt ersieht man aus den Gleichungen 
(</), {e) und (/), dass der gesuchte Parameter 1:A bloss ' 

von a und {//^ — b'^ abhängig ist, und dass mithin die 
durch /, a, b bestimmte Kettenlinie denselben Parame- 
ter, als eine andere hat, deren Aufhängepunkte in ei- 
ner Horizontalen um einen Abstand = a von einander 

entfernt liegen, und deren Länge c=)//^ — b^ ist. 

Werden daher mehrere gleichförmig schwere Fä- 
den in einem Punkte P (Fig. 82.) befestigt und von da 
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Sf 4 Zwatter TM, «ecbfle» KiipIkeL 



geradlinig lus zu Pimkteii . . * iV/, iV, iV^, iV^,..., die 
in einer Yerticalen liegen , fortgeführt, und jdrd hier- 
anf der Punkt P in einer horizontalen Ebene näher an 
diese Yerticale, etwa bi» M^ .fferückt, so haben die 
Kettenlinien, zu welchen sich jinnmehr die Fftden krüm- 
men, einander gleiche Parameter und sind daher, in 
unendlicher Ausdehnung gedacht, eidander gleich und 
ähnlich. De;ui schneidet die Horizontalebene, in wel- 
cher P und M. liegen, die Yerticale in N^ so ist für 
die Terschiedenen Kettenlinien a = MN und P ^^ 6^ 

Von allen diesen Kettenlini^i liegen ttbrigens die 
Scheitel gleichfalls in. einer Kettenlinie, welche ilf zum 
Scheitel und denselben Parameter, wie die vorigen, 
aber eine umgekehrte Lage hat, so dass M die höchste 
Stelle einnimmt. Biervon kann man mcH durch eine 
sehr einfache, Ton der Natur der Kettenlinie ganz un- 
abhängige, Betrachtung überzeugen. Wird nämlich der 
Bo^en S,TJIt einer Kettenlinie, |?on welcher iS», der 
Scheitel ist, in seiner Ebene um den Blittelpunkt sei- 
ner Sehne S,M halb herumgedreht, bis er i» die Lage 
JUSS, kommt, so Tertauschen S^ und M ihre Stellen, 
und der Scheitel iftt nmunehr in Jü. Beschreibt man 
folglich in der Ebene einer Kettenlinie jSi/TJf mit dem- 
selben Parameter eine zweite, welche £e umgekehrte 
Lage der erstem und irgend einen Puukt M der er- 
stem, zum Sob^tel hatj sio geht diese zweite durch den 
Scheitet iS^ der erstem. 

$. 295. 

Bei der im Obigen entwickelten allgemeinen Theo- 
rie des Glei^hgc^wichts eines Fadens wurde in §• 284. 
noch Aß^ Fall in Betracht gebogen, wenn der Fadei» 
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nicht voHkomoien frei bewach ist, sondern auf einer 
unbeweglichen Fläche liegt Um von den fnr diesen 
Fall entwid^elten Formeln die Anwendung an einem 
leichten Beispiele va seigen, wollen wir einen gleich- 
förmig schweren Faden auf einer gegen den Horizont 
geneigten Ebene liegend annehmen. Einfacherer Rech- 
nung willen lasse man diese Ebene die Ebene der j;^ y 
seyn. Die Axe der V sey darin horizontal, also die 
Ebene der y, % vertical, und der Winkel einer Yerti^ 
calen mit der Fadenebene gleich dem Winkel der Yeru 
ticalen mit der Axe der y. Heisre o dieser Winkel, 
wenn die tvrtioale Richtung ttaeh oben «u positiv ge- 
nommen wifd, ond bcEeichne ' — g^ wie im Vorigen, 
die Schwericraft. , 

Die Sdiw^ffcraft, nach den Axen der x^ y, % zer- 
legt, giebthiei'nafA die drei Kräfte: X=sO, F±=-r^osa, 
^=s — ^ina. - Nik^ ist die Gleichung der Ebene der 
>, y, also der Fadenebene: )6=2 0, mithin (§. 284.) 
Ft=i% und Ms=±0, €^ = 0, ««'=i. Mit diesen Wer- 
Ihen für JE, T, JZT, m, t;, w werden die dortigen Glei- 
chungen : 

•*- g-nnacb + RäM £=5 0. 

Die zwei erstem derselben sind einerlei mit denen, 
welche man findet, wenn der Faden nicht tfuf einer 
Fläche liegt, sondern frei ist, und die Axe der y* eine . 
verticale L^ge hat, nur dass die Constante g hier noch 
von dem Factor cosa begleitet ist Von dem Werthe 
dieser Constanten ist aber nach §.293. die Curvenform 
eines in zwei Punkten frei aufgehängten Fadens unab- 
hängig, und wir schiiessen daher: 

Wird ein auf einer Mchiefen Ebene liegender 
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gleiehfarmig Mohwerer Faden mit meinen Enden an 
zwei PunJkUn der Ebene befestigt^ so üt die von ihm 
a^f der Ebene gebildete Curve dieselbe Kettenlinie^ 
welche er annimmt^ wenn die Ebene durch Drehung 
um eine in ihr enthaltene Horixontale in eine vertu 
eale Itoge gebrockt^ und damit ihre Einwirkung 
auf den Felden aufgehoben wird. 

Durch Drehung der Ebene um eine in ihr gezo- 
gene horizontale Axe vird also die Fadencnrve nicht 
geändejrt^ vas ^auch sdion daraus einleuchtet, dass in 
jedem Augenblicke der Drehung auf gleiche Elemente 
ds des Fadens gleiche und auf der Drehungsaxe nor- 
male Kräfte — g-cosa . ds in der Ebene wirken. Aus 
demselben Orunde erhellet, dass bei jeder durch die 
Drehung hervorgebrachten Neigung der Ebene die (bei 
der Terticalen Lage durch gy bestimmten) Spannungen 
in den verschiedenen Punkten, des Fadens in den näni- 
liohen Verhältnissen zu einander stehen, dass aber die 
Spannung in einem und demselben Punkte von einer 
Neigung zur andern dem Sinus der Neigung gegen den 
Horizont (90^ — a) proportional ist, und daher bei ho- 
rizontaler Lage ganz verschwindet. 

Endlich bemerke man noch, dass zufolge der drit- 
ten Gleichung die schiefe Ebene von jedem Curven- 
elemente</# einen auf ihr formalen Druck = dem Cre- 
wichte gds des Elements, niultiplicirt in den Cosinus 
der Neigung, erlddet. 
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Siebentes Kapitel. 

Analogie zwischen dem Gleichgewichte 
an einem Faden nnd der Bewegung eines 

Punktes. 

f. 296. 

Es durfte gewiss schon von Manchem Eemerkt 
worden sejn, dass zwischen dem Gleichgewichte an 
einem Faden und der Bewegung eines mateTiellen , 
Punktes in mehrfacher Beziehung Aehnlichkeit statt 
findet)' dass z. B« eben so^ wie ein Faden, auf diennnr 
an seinen Enden Kräfte wirken, sich geradlinig; aus-, 
dehnt, auch ein Punkt, auf den nur ein anfän^^'licher 
Stoss wirkt, geradlinig fortgeht; dass auf gleiche Art, 
wie ein über eine lurumme Fläche gespannter Faden 
die kürzeste Linie bildet, di^ sich auf der Fläd!ie rcnV 
einem Punkte zum andern ziehen lässt, ^uch ein auf 
einer Fläche durch einen Stoss in Bewegung genetzter 
Punkt die kürzeste Linie bei seiner Bewegung wählt, 
und dass, wie. dort die Spannung, so hier di(^ Ge- 
schwindigkeit von einem Punkte zum andern coiustant 
ist; u. s. w« Gleichwohl erimnere ich mich nicht, eine 
Yergleichung dieser Theorieen des Gleichgewichts nnd 
der Bewegung irgendwo angestellt gefunden zu ha- 
ben. Da indessen eine solche Vergleichung nicht 
nur an sich interessant ist, sondern auch die eine 
Theorie durch die andere, und namentlich die des 
Gleichgewichts durch die der Bewegung, mb Gewinn 
zu ziehen scheint, so will ich in diesem Kapitel den 
zwischen beiden Theorieen obwaltenden Zusammenhang 
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näher entwickeln und zeigen, wie jeder Satz der einen 
seinen entsprechenden io der andern hat 

§• 297. 

Seyen A,A, AA\ A'A'\... (Fig. 83.) mehjrere anf 
einander folgende Elemente eines Faxens, an welchem 
Kräfte sich das Gleichgewicht halten. Die auf die ge- 
nannten Elemente wirkenden Kräfte sejen resp. P^A,Aj 
P.AA\ F.A'A\ etc. ($. 280.). Wegen der unendli- 
ehen Kleinheit der Elemente kann mauBirti diese Kräfte 
an beliebigen Punkten derselben angebraoht vorstellen. 
Seyen daher resp. A,^ A^ ^,... die Attjgriffispunkte der 
Kräfte und A,B,^ AB^ AB^... ihre Richtungen. Bnd^ 
üoh seyen T;, T, T\... die Spannungen der Elemente 

Bliernach sind am Punktet die Kräfte T,^ P.AA! 
und ^r ikaofa den Richtungen AA,^ AB und AA' im 
Gläieh gewichte , folglich die ersten zwei Kräfte nach 
den JRuehtungen AfA^ BA gleichwirkend mit der drit« 
ten niAch der Richtung AA. Bewegt sich daher ein 
als m.aterieUer Punkt zu denkender Körper nach der 
Richtnng AfA^ und erhält er in A einen Stoss, welcher 
ihm Liach'der Richtung BA eine Cteschwindigkeit er« 
dieilt, die sich zu seiner Geschwindigkeit in AfAy wie 
T/zu P.AA Terhält, so wird er nach AA' mit einer der 
Spanniung T proportionalen Geschwindigkeit fortgehen. 
Auf gleiche Art wird ihn ein neuer Stoss, den er in 
A empfängt, und der ihm nach der Richtung ffA eine 
Geschwindigkeit beibringt 5 die in demselben Verhält« 
nisse, wie vorhin, mit P .A'A' proportional ist, sich 
nach AA' mit einer der Spannung T' proportionalen 
Geschwindigkeit zu bewegen nothigen u, s. w., so dass 
der Punkt, wenn immer neue Stösfte nach demselben 
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Gesetze, me die vorigen, auf ihn einwirken'^ ein Fa- 
denelement naeh dem andern mit einer der Spannung 
überall proportionalen Geschwindigkeit beachrieibeii wird. 

In welchen Verhältnissen die Längen derEleniente 
zu einander stehen sollen, hängt von unserer Willkühr 
ab und nat auf das Endresultat keinen Einfliiss. Zur 
Yereinfachung der Betrachtung wollen wir jedes Ele- 
ment der in ihm herrschenden Spannung, also auch 
der Geschwindigkeit, mit welcher es von dem Punkte 
beschrieben wird, proportional setzen. Alsdann sind 
die Zeitelemente, in denen sie beschrieben werden, 
einander gleich, =dty und die ,3tÖsse, welche jetzt 
proportional mit P. Tj^P'. TV* • * Verden , folgen in 
gleichen Zeitintervallen, = dty auf einander,' und" las- 
sen sich daher als die Wirkungen einer besöhleuni« 
genden, mit 7*7 proportionalen, Kraft ansehen« ^ . - 

Es ist aber, wenn Q diese beschleunigende Kraft' 
in ji genannt wird, Qdt Ate ion ihr in dem ersten 
Zeitelemente ihrer Wirkung erzeugte Geschwindigkeit, 
und diese verhält sich nach dem Obigen zu der Ge- 
schwindigkeit des Korpers in .:^;^, welche tf beisse, 
wie P.A4\ =PdSy zu T, oder^T. Man hat diAer: 

Qdt Pds , ^ Pv^ ds 

^ =-jr > also e==s -y , wegen ^«t^^ 

und ^iP=vi r, 

wonach aus der Kraft am Faden und seiner Spannung 
uQd aus der Geschwindigkeit des. in der Fadeneurve 
sich bewegenden Körpers die dea let;d!em beaiobleu- 
nigendo Kraft gefunden, werdea kajuu 

Da nuo, wenm die anfaaglidie Bichüng 'nnd'Ge*' 
schwindigkeit det Bewegnng emon Köipera wdk did- he«- 
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soUeimigende Kraft gegeben sind, seine fernere Bahn 
und seine Geachmndigkeit in derselben YoUkommen be- 
stimmt sind, so schHessen wir: 

Sind KräftOj wekhe auf einen Faden eeüwr 
ganxen Länge nach wirken^ im Oleichgewichie^ eo 
wird ein Körper^ der sich in der Fadencurve xu 
bewegen anfängt ^ darin fortgehen^ und seine Oe- 
9chwindigkeit wird an jeder Stelle der Spannung 
daselbst proportional seyn^ wenn auf ihn nach einer 
der Kraft am Faden ^entgegengesetzten RickUsng 
eine beschleunigende Kraft wirkte die^ durch die 
Geschwindigkeit dividirtj sich xur Kraft am Faden^ 
wie die Geschwindigkeit xur Spannung -verhält. 

Zusatz« Letztere Proportion lässt sieh aneh also 
ausdrücken: Es muss sich die beschleunigende Kraft 
xum Quadrate der Geschwindigkeit^ wie die Kraft 
am Faden xur Spannung verhalten. Je grosser also 
die Geschwindigkeit seyn soll, desto grösser, und zwar 
im doppelten Verhältnisse grösser, musB die beschleus 
nigende Kraft seyn, — so wie überhaupt der Satz gilt: 
dass, wenn ein Körper b sich in derselben -Curve, wie* 
ein anderer a, bewegt, seine Geschwindigkeit aber in 
jedem Punkte das f»fache der Geschwindigkeit ist, 
welche a daselbst hat, die beschleunigende Kraft, wel- 
che b treibt; das xninfache der auf a wirkenden Kraft 
ist. 

Aus jedem Gleichgewichte zwischen Kräften,' welche 
auf einen Faden wirken, lässt isiich daher auf die Be- 
wegung eines Korpers ein Schluss machen, indem man 
für die Cunre des Faxens die Bahn des Körpers, für 
die Spannung des erstem, die Geschwindigkeit des letz- 
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tern und für die Kraft am erstem die den letztem be^ 
schleuaigende Ejraft, dividirt durch die Gesohwindig- 
keity setzt« 

Das einfachste hierher gehörige Beispiel ist ein 
Faden, auf den nur an seinen Enden sich das Gleich- 
gewicht haltende Kräfte wirkten. So wie ein salcher die 
Gestalt einer geraden Linie annimmt, und seine Span- 
nung in jedem Punkte Ton gleicher Grösse ist, so geht 
auch ein Körpejr, durch einen momentanen Stoss ge- 
ben, in gerader Linie und mit constanter Geschwindig- 
keit fort. 

So wie ferner ein Faden in jeder beliebigen Cur« 
venform im Gleichgewichte ist und überall dieselbe Span^ 
nung T hat, wenn auf jeden seiner Punkte in der Rich- 
tung des Krümmungshalbmessers r von der hohlen 
nach der erhabenen Seite der Curye eine Kraft jP=s 
T : r wirkt (§. 279.) , so bewegt sich auch ein Körper 
in irgend einer gegebenen Curve mit constanter Ge- 
schwindigkeit t/, wenn ihn in der Richtung des Krüm- 
mungshalbmessers r von der erhabenen nach der hoh- 
len Seite eine beschleunigende Kraft Q, treibt, von der 
Grösse, dass Q:€/ = €/:r, also Q=zv^ir ist^ 

Ein merkwürdiges Beispiel gewährt noch die vor- 
zugsweise so genannte K^ttenlinie. Da bei dieser die 
auf die einzelnen Punkte wirkenden Kräfte von gleicher 
Grösse und einander parallel sind, so wird sich ein 
Körper in einer Kettenlinie bewegen, wenn die be- 
schleunigende Kraft Q sich parallel bleibt, und Q : v 
constant, also Q proportional mit v ist« Bieraus und 
aus den übrigen beim Gleichgewichte einer Kette vor- 
kommenden Umständen folgern wir: 

Wird ein Körper von einer vertical nach oben 
gerichteten und seiner fedesmaligen Geschmndigkeit 



pf'op&rfifmalen be§eMäUHigenden Kmft getrieben^ $9 
iescAreiit er eine verticale Kettenlinie j deren Schein 
tel ihr tiefster Punkt itt. Dabei ist die Oeeehwin- 
digkt^ dee Körpers der Spannung der Kette^ diso 
der SecnMe des Winkels proportional y den eine die 
Curve Berükrends mit dem Horizonte maöht (§.287.), 

Weil übrigens itn SeheHd T^gxh ist (§« 291.), 
1V0 g die jctst Mnstante Kraft P ansdrückt, so ist im 
Scheitel dep durch Be#l^gutig enseugten Kettenlinie: 
v^sxQi vhy folglich t^^ : $ s= 1 1 A, d, h. das Quadrat 
der Geschwindigkeit im Scheitel ^ dividirt durch die 
beschleunigende Krqft daselbst, giebt den Parutne- 
ter der Kettenlinie. 

Sehr leicht kann man sich von diesen Resultaten 
auch durch unmittelbare Rechnung überzeugen. Man 
hat nämlich für die vorausgesetzte Kraft, wenn man 
ihre Richtung mit der Axe dery parallel annimmt, die 
Grundgleicfaungen : 

d^x ^ d^y ade 

folglich, wetm man integrirt: 

-5j = Ä, ^ = a* + c?, und daher «f= ^, 

woraus die Proportionalität der Geschwindigkeit mit 
der Secante der Neigung der Berührenden flieset Setsftt 
man ferner c:=0, rechnet also den Bogen s ton dem 
Punkte an, in welchem «^=£0, mithin die Berührende 
horizontal iat^ so kommt: 

dy as 

di b ^ 

Dieses ist aber die Differentialgleichung einer Eet- 
tenUnie, deren Parameter == £:iy, nnd deren Scheitel 
ihr tiefster Punkt ist (f. 28^.)* ^^U daselbst dy=% 
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und daher d$ = dx, also t^zssi^ so ist inor Soheitel 
Q =a -j-:=iabj mithin v^ \Qz=:b:a z=r dem Parame- 
ter^ — gl<4chfaUfi übereinstimmead mit dem Obigen« 

§• 299. 

Auf eben die Art^^ wie man Tom GleiobgAwiobte 
eines Fadens zur Bewegung eines Körper» übergehen 
kann^.iässt sieb wxxAk immer aus irgend eines l^rqiiini« 
linigen Bewegung eines Körpers auf das Gleichgewicht 
eines eben sfo gekrümmten Fadens sehliessen« .Denn 
so wie in §. 297. aus dem Gleichgewichte der auf den 
Punkt A (Fig. 83.) nach den Richtungen AA,^ AB 
und AA' wirkenden Kräfte T,j P.AA' und T gefol- 
gert wurde, dass ein Körper, der sich npich A,A mit 
einer Geschwindigkeit v,z=cT, bewegt, und dem in A 
nach der Richtung BA eine Geschwindigkeit Qdt 
z=^cP^AA mitgetheilt wird, nach AAl mit einer Ge- 
schwindigkeit v^=cT fortgeht, wo c eine Gonstante 
und dt das Zeitelement bezeichnet, in welchem der 
Körper das Raumelement AA' {=vdt) zurücklegt: so 
kann auch umgekehrt daraus, dass v die Resultante 
der Geschwindigkeiten v, und Qdt ist, auf das Gleich- 
gewicht zwischen 7, , P . AA^ und T geschlossen wer- 
den. So wie ferner die Bewegung eines Körpers 
durch ihre anfängliche Richtung und Geschwindigkeit 
und durch die beschleunigende Kraft vollkommen be- 
stimmt isitj so ist es. auch die Gestalt eines. Fadeng und 
die Spannung in jedem Punkte desselben, wenn für 
eines seiner Elemente die Lage und die Spannung des-^ 
selben 9 für alle aber die auf sie wirkenden Kräfte ge« 
geben sind. Hiemach lässt sich der in §• 297« erhal- 
tene Satz folgendergestalt umkehren: ' 
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Bewegt Mich ein Körper^ durch eine betehleuni' 
gende Kraft getrieben j so ist ein Faden in der vom 
Korper beschriebenen Curve im Oleichgewichte und 
seine Spannung an jeder Stelle der Oeschwindigkeü 
des Korpers proportional^ wenn ein Element des 
Fadens mit einem Elemente der Bahn des Körpers 
xusammenfiUlt^ wenn die Kraft am Faden überall 
die entgegengesetzte Richtung der beschleunigenden 
Kraft hat^ und wenn (PT:Q= T^ :«/% d. ä.) das 
Product aus der Kraft anp Fadeti in die Spcnsnung 
XU der beschleunigenden Kraft in einem constanten 
Verhältnisse steht^ welches dem Doppelten des con^ 
stanten Verhältnisses der Spammng xur Oeschwin^ 
digkeit gleich ist. 

So wissen vir z. B., dass ein Korper unter Ein- 
wirkung der constanten und vertical nach unten gerich- 
teten Schwerkraft eine Parabel beschreibt, deren Schei- 
tel ihr oberster Punkt ist, dass die Geschwindigkeit in 
jedem Punkte der Parabel der Secante des Winkels 
proportional ist, den die daselbst an sie gezogene Be- 
rührende mit dem Horizonte macht, und dass das Qua- 
drat der Geschwindigkeit im Scheitel, dividirt durch 
die Schwerkraft, dem halben Parameter der Parabel 
gleich ist. 

Mithin wird auch ein Faden in der Gestalt ei* 
n^ verticalen Parabel^ deren Scheitel ihr oberster 
Punkt isty im Oleichgewichte seyn^ wenn auf Jeden 
seiner Punkte eine vertical nach oben gerichtete^ der 
Spafvnung umgekehrt proportionale ^ Krtfft wirkt. 
Dabei wird die Spannung jedes Elements proportio» 
nal der Secante des Winkels des Elements mit dem 
Horixonte seyn^ und die Spannung im Scheitel^ di* 
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vidirt durch die Kraft im Scheitel y (T: Pz=tv'^x Q)^ 
wird den halben Parameter geben. 

Wollen \m uns von diesen Resultaten unmittelbar 
überzeugen, so dürfen \?ir nur zu den Formeln in 
§. 287» 

fYd$ = A^ und r=-^ 

^ dx dx 

zurückgehen, welche sich auf das Gleichgewicht eines 
Faden^ bezieben, auf dessen Punkte mit der Axe der 
y patällele Kräfte Y witken/ Hiervon drückt schon 
die zweite Gleichung das Gesetz der Spannung aus« 
Da ferner nach der jetzigen Hypothese Y umgekehrt 
proportional mit T seyn soll, so kommt, wenn wir dem 
gemäss y=a: 7" setzen: 

und nach nochmaliger Integration: 

A^y = C + ABx — ^ax^y 
oder A'^yz=^ — t»^*j 

wenn wir den Punkt derCurve, in welchem dy\dx^=Xi 
ist, zum Anfangspunkte der Coordinaten nehmen. Die- 
ses ist aber die Gleichung für eine Parabel, welche 
einen Parameter =5 2^^ : a und eine mit der Axe der 
y parallele Axe hat, und deren Schenkel nach der ne- 
gativen Seite der Axe der y gerichtet sind, wenn a 
positiv, d« h. wenn die Kräfte nach der positiven Seite' 
derselben Axe gerichtet sind. 

Weil endlich, im Scheitel d9=.dxy und folglich 
daselbst die Spannung T = — A und die beschleuni- 
gende Kraft F=3.— a:yi ist, so findet sich im halbe 
?arameter ^=iA\(aiA\'=^ der Spannung im Schei- 
tel, dividirt durch die beschleunigende Kraft daselbst^ 
rie vorhin. . 

n. 15 



|. söo. 

Wenn in dem itivherigen die aof das Element des 
Fadetiii eb ^rkende Kraft t=^/Vt gesetzt wurde, nod 
*#eiiü, irie es geW^halieh ist, anter P die Gesamtnt- 
wirkuDg auf eine Masse = 1 verstanden wird (^. 386«), 
so hat man sicti die Hasse des* Fadens seiner Länge 
nach gleicbförmig vertheilt zu denken, so dass Tbeile 
von gleicher Länge auch der Masse nach einander 
gleich sind. Ist aber die Masse ungleichförmig ver- 
tbeilt, so ist, bei gleicher Bedeutung von Py die auf 
das 'Element ds wirkende Kraft = PQtds zu setzen, 
wo Qfds die Masse des Elements ausdrückt (ebendas.). 

Mit Anwendung eines solchen Fadens von UDgleich- 
formig vertbeilter Masse lässt sich der im vor. $. von 
der Bew^sgung auf das Gleiohgewicbl gemachte Schluss 
auf eine etwas andere Weise bilden* Denn weil jetzt 
Pqtds mit Qdt in oönstantem Verhältnisse seya mttss 
(vor. §•), sokötineti wir geradezu P mit (t proportional se- 
tzen, wenn wir noch gidM mit dt^ d. h* die Masse des Fa- 
demtemetits mit dem 2eitelen^ettte, also aberhaopt die 
Masse jedes l%eils des Fadens mit der Zeit, in w^ 
M^ die^ir Theil VoiA Körper beschriebeiA worden, 
l^l^pe^^dal atmehtnen, und wir erhalten damit dea 
f§at^: 

Aus jeder BiMt^gu^ eikei 4urch eim betckUm^ 
äffende Kruft ^etHeieHen Körpern kann mtm ein 
Oleichgewicht an einem Faden ableiten^ imhm 
iHän "die v&m Körper bettkriefkene Curve die Faden^ 
^tfwrve Meyn tösst^ die MaMse jedee Fadentiieili ^de^ 
Üeit'j ih welch» er ^om Ketper darehhufen vriru^ 
pr0per^ünal annimmt und auf jeden J^enkt dett Fa^ 
S^h^ ^ine ddr den tCm^per dmelbet 'betehleumgenämi 
Kraft proportienale Kraft nach entgegengeeiltem 
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jfticAtung wirken lässU Dabei ist die Spannung des 
FadenB in constahtem Verhältnisse mit der fite* 
Mchwindigkeit des Körpers. 

Wenn daher ein in zwei Punkten aufgehängter 
Faden die Gestalt einer verticalen mit ihrem $chei^ 
tel nach unten gekehrten Parabel hat^ undy (weil bei 
der parabolischen WurfbeweguBg die Zeiten sieb wie 
die horizontalen Projectionen der durchlaufenen Bögen 
verhalten), wenn das Gewicht jedes Fadentheils in 
constantem, Verhaltnisse zur horizontalen Projection 
des Theils steht ^ so ist der Faden unter der Ein» 
Wirkung der Schwerkraft im Gleichgewichte. 

Zu noch einem Beispiele mögen uns die um die/ 
Sonne laufenden Planeten dienen. Jeder Planet be- 
wegt sich in einer Ellipse, in deren einem Brennpunkte 
sich die Sonne befindet; und diese Bewegung geht der- 
gestalt vor sich, dass die von der Sonne bis zum Pla- 
net gezogene gerade Linie in gleicbea Zeiten gleiche 
Flächen delr Ellipse überstreicht. Hieraus folgerte 
Newton, dass die Sonne den Planet mit einer dem 
Quadrate der Entfernung umgekehrt proportionalen Kraft 
anzieht, und wir können daher schliessen: 

Hat ein in sich zurücklaufender Faden eine el* 
Uptische Form^ und ist die^ Masse jedes seiner Tfieile 
der Fläche proportional^ welche von dem T heile und 
den von seiften Endpunkten nach dem einen Brenn- 
punkte der Ellipse gezogenen Geraden begränzt wirdy 
und ivtrkt abwärts von demselben Brennpunkte auf 
jeden Punkt des Fadens eine Kraft ^ die sich wmge^ 
kehrt wie das Quadrat der Entfernung des Faden- 
punktes vom Brennpufikte verhält^ so herrscht Gleich» 
gewicht. Dabei isi die Spannung des Fadens in je- 
dem Punkte mmgekehrt dem Perpendikel propertie- 

15* 
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Mo/, welches auf eine die EUipse in dem Pmmkte Re^ 
rührende van dem Brenn/rnnkte gefaUt wird. 

$. 301. 

CDtersnohen wir zuletzt noch den Fall, wenn der 
im Gleichgewichte befindliche Faden nnd der aidi be> 
wegende Körper nicht vollkommen frei, sondern aof 
einer gegebenen Fläche beweglich sind. Ist ein Faden 
auf einer unbeweglichen Fläche zu verharren genotUgt, 
nnd ist er dabei unter dem Einflüsse der Kräfte P im 
Gleichgewichte, so kann man ihn auch als einen frei 
beweglichen ansehen, auf welchen überall noch eine 
dem Drucke der Fläche gleiche Kraft iß, normal auf 
der Fläche, wirkt. Dieses Gleichgewicht zwischen al- 
len P und R kann aber dynamisch durch eine in der 
Fadencurve frei vor sich gehende Bewegung darge- 
stellt werden, welche eine mit der Spannung T des 
Fadens proportionale Geschwindigkeit v hat und durch 
zwei beschleunigende mit PT und RT proportionale 
Kräfte —Pv^ : T unA — Rv^ : T erzeugt wird. Setzen 
wir nun bei dieser Bewegung die unbewegliche Fläche 
wieder hinzu, so wird damit einerseits die Bewegung nicht 
gehindert, weil die Fläche die Cunre des Fadens enthält, 
nnd mit dieser die Bahn des Korpers identisch ist» 
Andererseits aber können wir die auf der Fläche nor- 
male Kraft — Jtv^ : T weglassen , und es leuchtet so- 
mit ein, dass der Satz in §. 297« auch dann noch voll- 
kommene Anwendung leidet, wenn die Beweglichkeit 
des Fadens und die des Körpers auf eine unbewegliche 
Fläche beschränkt sind. 

Mittelst derselben Schlüsse, nur in umgekehrter 
Folge geordnet, erhellet, dass unter der Beschränkung 
der Beweglichkeit durch eine Fläche auch die Sätze 
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in §• 299. und §. 300. , vfo von der Bewegung auf das 
Gleichgewicht geschlossen wird, noch ihre Richtigkeit 
haben. Nur ist hinsichtlich dieses Falles sowohl, als 
des vorigen, noch zu bemerken, dass eben so, wie die 
Kraft am Faden die entgegengesetzte Richtung der 
den Körper beschleunigenden Kraft haben muss, auch 
der Druck der Fläche auf den Faden und der auf den 
sich bewegenden Körper einander entgegengesetzt seyn, 
und folglich Faden und Körper auf entgegengesetzten 
Seiten der Fläche s|ch befinden müssen. 

So wie daher z. B. ein über eine erhabene Fläche 
gespannter Faden, auf welchen keine anderp Kräfte, 

■ 

als die einander gleichen Spannungen an seinen Enden 
wirken, auch in jedem andern Punkte eine diesen 
Spannungen gleiche Spannung hat und auf solche Weise 
liegt, dass er selbst, oder doch genugsam kleine 
Theile desselben, die kürzesten Linien sind, die sich 
zwischen ihren Endpunkten auf der Fläche ziehen las« 
sen (§. 272.), so geht auch auf einer hohlen Fläche 
ein durch keine beschleunigende Kräfte, sondern bloss 
durch einen anfänglichen Stoss in Bewegung gesetzter 
Körper mit constanter Geschwindigkeit und auf dem 
kürzesten Wege fort 

*Se7, um auch ein Beispiel für den umgekehrten Fall 
zu geben, der Weg bekannt, den ein durch die Schwer- 
kraft getriebener Körper, auf der obern Seite einer 
krummen Fläche durchläuft. Steine anfangliche Ge- 
schwindigkeit sey =0, wonach seine Geschwindigkeit 
in jedem andern Punkte der Quadratwurzel aus dem 
durchlaufenen, in verticaler Richtung geschätzten Wege 
proportional ist. Dreht man nun die Fläche um eine 
horizontale Axe halb herum und legt auf der jetzt nach 
oben zu gewendeten Seite Hier die Bahn des Körpers 
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einen gldobförmig dicken Faden, dessen Diobtigkett 
in jedem Punkte sich umgekehrt wie die Quadriitwarzel 
ans dem Abstände des Punktes von einer durch den 
Anfangspunkt der Bewegung gelegten horisontälen Ebene 
rerhält *)y so wird der Faden, nachdem zuvor sein 
oberster Punkt fest gemacht worden, unter Einwirkang 
der Schwerkraft im Gleichgewichte seyn, und seine 
Spannmig wird sich überall umgekehrt wie swie Dick* 
tigkeit rerhalteh. ' 



f 302. 

Der Znsammenhang zwischen dem Gleichgewichte 
eines Fadens und der Bewegung eines Körpers,* des- 
sen Grund wir im Vorigen durch geometrische Betrach* 
tungen uns verdeutlichten, kann auch sehr einfach mit 
Hülfe der .Analysis dargestellt werden. 

Die CSleiohungen für das Gleichgewicht eines Fa- 
dens, wenn auf jedes Element ds desselben die Kraft 
/Vs oder {Xds, Ydsy Zds) wirkt, und T die Spannung 
des Elements ist, sind nach §• 2S0.: 

/X//*+T^ = 0, /rrf* + r^ = o,eto. 

dagegen sind die Gleichungen füt'die Btswe^ang eines 
-Körpers, auf welchen die beschlem.igende Kraft Q, 

oder (17, r, Z') wirkt: 

# 

''''^ =Jir', etc. oder J = /ri/^, titb. 



dt 



dt 



*) Denn 'Weil bei dieier Yergleicbang: dt proportional mit qadx 
gesetzt wird (vor* $.)i an^ weil der Faden gleichförmig dick, also 
€ constant seyn soll, so wird q oder die Dichtigkeit proportional mit 
dl : ilsy d, f. Qingekehrt mit der'CtesdiwIndigkeit. 
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^.\. ^/X*+«/J«0, et«. 

wein V die Geschwindigkeit, =s= ds ; dt^ bezeichnet. 

So wie daher beim Gleichgewichte eine« Fadens 
die stets nach der Tangente der Fadencurve gerichtet^ 
Spannung, wenn man sie nach i^en drei Coordii|aten- 
axen zerlegt, durch die Integrale '■^ fXdsj -r-fYdM^ 
— fZds ausgedrückt wird, so fuhrt bei der BewejgunjB; 
eines Körpers die Zerlegung der Geschwindigkeit, wel- 
che ihrer Natur "nach die tangentiale Richtung der yon| 
|f[^orper beschriebenen Curve hat, zii den drei Integra- 
len: fXdty etc. Ist jfolglich die Fadencurve einerlei 

ipit d^r vom Körper beschriebenen, 90 i^t fiir einen 

•ff. ■' 

und. denselben Punkt der Curve und bei gehöriger Be- 
iBtimmunff i^et durch . die Integration hinzukommepden 
Cpaßtäiiten: 

Kd» fYdM fZd^ T 

'll^t^JTdt^jWdt^'^li 

^^t^n ww daJt^ejr^ »och für jedea Püfikt di^ G^^ 

isQhvwdigkeit ai^f der fjaen dei* SpAWu^g i^uf der ^fh 

4erii Seite proportioata} , f^lso v=^cT^ ao wird auoh 

fX'dtz=i — cfXdsj etc., folglich X'jo/Sf=;=5---ffXe/*, etq. 

id. i, 1^5= — cjff/, e^tCp Die Richtupge^ vop (X, F,JZ) 

und {X\ r, ZX ^ \. Ton P und «, fallen mitbin i^i 

ll^selbe Gerade, ji^d ^s if^t Iga»— »cP«/, fil^p ^:f/ 

^it Py und J> pd#r jPJ* u»it Q, pr4)portioaiüL Spdljffi 

^^ält man i^irAslii Eliq^inatio^ von c au» den G^eicbp9- 

giö vz^cT und (H^:^^r^cPp die Proj^ortiop: 

üiv^?^—PiT. 
Eben so läAst sich anajytiscl^ auch der F^l bi^ 
hanOeln, wenn die Beweglichkeit d$s ^adßa? un4 ^ 
4«a J^örpers mf eiae Fjtö#ie bfi^cbrl^ll^kt sjud 9 . wf s ich 



/ 
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aber weiter zu erörtern für überflüssig halte, da dei 
hier zu nehmende Gang dem vorigen ^anz ähnlich ist. 

• $• 303. 

In Bezug auf die Bewegung eines Systems von 
Körpern giebt es in der Dynamik einige Sät^ y die un- 
mittelbar aus den allgemeinen Gleichungen . ;er Bewe« 

- ■•»»■»» 

gung folgen und unter den Namen des Princips der 
Flächen^ des Princips derlebendigen Kräfte 
und des Princips der kleinsten, Wirkung be* 
kannt sind. Diese Satze können, wenn es sich Dur nnr 
eines Körpers Bewegung handelt, folgender^estal. 
ausgesprochen werden: ' ^; 

I. Ist die einen Körper beschleunigende Kraft uiu^ 
einem unbeweglichen Punkte oder Centrum gerichtet 
so bewegt sich der Körper in einer das Ccntrum eilt 
haltenden Ebene, und die vom Centrum bis zum Slör 
per gezogene Gerade beschreibt d^r Zeit proportionalt 
Flächen, oder, was auf dasselbe hinauskommt: die Ge- 
schwindigkeit verhält sich in jedem Punkte de¥ bahn 
umgekehrt wie das Perpendikel, welches yom Oentrum 
auf die durch den Punkt an die Bahn gelegte Tan; 
gente gefällt wird. 

II. Ist (X, T, Z) die beschleunigende l^raft i^ 
Punkte (or, yy «), und Xdx + Ydy + Zdz, d. h* d# 
Product aus dem Elemente der Bahn in die nach^tf' 
Richtung des Elements geschätzte beschleunigende Kra^> 
ein vollständiges DiflTerential^ so kann mit Hülfe i^^ 
Integrals davon, und wenn man zwei Punkte 'der Uphn 
kennt, die Differenz der Quadrate der Geschwindijl^ci- 
ten in diesen Punkten , - ohne weitere Kenntnis? der 
Bahn selbst, angegeben werden. 

IIL Unter derselben Bedingung, dass X«Kr+>«« 
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ein vollständiges Differential ist^ ist das Integral des 
Produotes aus dem Quadrate der- Geschwindigkeit in 
das Differential der Zeit, oder, was da^elbe ausarüokt, 
das Integral des Produotes aus der GesohwTndigKeit in 
das Differential des Weges, für deni wirklich yom 

Körper beschriebenen Weg ein Minimum. 

. • ••■»,- 

Letztere zwei Sätze gelten übrigens atieh^ dann^ 
wenn die Bewegung des Körpers auf eine .ui(ibpweg- 
liche Fläche beschränkt ist. 

Zufolge lies Zusammenhanges, den wir Jetzt zwi- 
sehen der Bewegung eines Körpers und dem Gleichge- 
wichte eines Fadens kennen gelernt haben, müssen nun 
analoge Sätze aus den allgefn einen Gleichungen für 
das Fadengleiehgewicht hergeleitet werdeii-können. 



,> 



Die Bedingungsgleicfanngen für, das Gleichgewicht 
eines frei beweglichen Fadens sind nach §. 282; (2*)< 

wo S, 17, C die ebendaselbst angegebene Bedeutung 
. haben» , 

Lassen wir nun zuerst die Kräfte (X, F, Z\ nach 
einem ui^d demselben Punkte 0, etwa nach dem An» 
fangspunkte der Coordinaten, gerichtet seyn und setzen 
daher X: F:'Z^ = a^ :y :«, mithin 

yZ— xY=0, xJT— jrZ=0, ;rr— yX=0, 

80 kommt, wenn wir in diesen drei Qleichangepi für 
X^ y, Z ihre Werthe aus den vorhergehenden substi- 

tuiren: ' i . 



(^ Zwiite TML ftinliftrji Kapitel» 

lolglidi 7(yC — ^^) = einer Constante «, 
«Bd eben, sp !r(«?— ar?) = ä, r(^a!?— yl) =*= <?, 
folglich ax + 6y + ez^^0y 
d. h. der Faden ist in einer durch den Ponkt O ge- 
henden Ebene enthalten. Pa femer durch 

f^\(yäx^asdyy +(rdtr~;rifa)« +(jri/y~yii:r)»} 

dae Doppelte der Drei|eeksfläche ansgedfü^t wird, 
«elcbe O zur Spitze und das CnrFeneleDient ds zur 
'Basis bat^; so kommt, wenn man diese DreiecksflUudi^ 
= ^gds setzte wo daher y das von ^uf di^ Yerl^nr 
gerung von ds gefällte Perpendikel bezeichnet: 

Dies giebt folgendes dem Satze I. entspreobende 
Theorem: 

Wird ein Faden durch CentraUcräfte im Oleiek- 
gewichte erhalten^ 90 liegt er in einer durch das 
Centrum gehenden Ebene^ und seine Spannung ver- 
hält sich in jedem Punkte umgekehrt wie das Per* 
pendikelj das vom Centrum auf die durch den Punkt 
an den Faden gelegte Tangente gefällt wird. ' 

Zusatz. Die Spannung im Punkte M des Fadens 
ist daher auch umgekehrt proportional mit^iSTsinT), ^e 
q> den Winkel von OM mit der BerObrenden an JB 
bezeichnet. 

Ist das Centmm O unendlich entfernt, so werden 
die Kräfte einander parallel. OM ist alsdann Ton 40- 
•nem Punkte des Fadens zum andern als constant mxjl 
betrachten, und daher die Spannung bloss proportiomtl 
mit 1 : si^* Hieormit kpm)En^ wir an den schon in 
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§. 287. f&r den F&U paralleler Kräfte erwieseoeii Si« 
tzen zurück: dass der Faden \n einer Ebene enthalten 
ist, und dass die Spannung jedes seiner Elemente tfin« 
gekehrt dem Sinus des Winkels proportional ist, den 
das Element mit den Kräften bildet. ' 

f. 305. 
Was noch die Uebertragung der zwei andern dy- 
namischen Sätze auf das Fadengleicbgewioht anlangt^ , 
80 haben wir bereits in §* 283. «• gefunden, Aas» : » 

Ist daher Kdx + ^dy -]- Zd% dan voll9tmndig6 
Differ^ttial einer Function V van x^ y, %^ und sind 
Vy^ und V^ dieselben Functionen der Coordinaten jr^, 
yi, x^y und ^29 y%^ ^2 ii^g^nd zweier Punkte ilf^.und 
ü/2 der Fadencurve, T^ und T^ die Spannungen da» 
selbst^ so kommt, wenn man yon itf^ his JU2 integrirt: 

und man kann daher ^ wenn man die Function V 
und von irgend zwei Punkten der Fadencufve die 
Coordinaten kennt^ die Differenz zwischen den da^ 
selbst herrschenden Spannungen bestimmen. 

Dies ist demnach der entsprechende Satz von II. 
Ein dazu gehöriges Beispiel giebt uns die Kettenlinie, 
bei welcher die Differenz der Spannungen der Differenz 
der verticalen Coordinaten proportional ist (^ 292. c). 

Man ziehe jetzt von M^ bis M^ eine beliebige 
Curve / und bestimme für jeden Punkt (^, y, z) der- 
selben den Werth von V nach der nämlichen Gleichung 

(«) r-r. + T-T.=o, 

nach welcher beim Faden selbst aus der Spannung T^ 
in JV 1 die jedes andern seiner Punkte gefunden' wer- 
den kann» Mit diesen Werthen ven T, weMie in üf^ 



vmi jU^j sa wie in jedem mndem Punkte, den die Cmre 
/ nril der des Fadens zufällig gemein hat, for beide 
Curren gleich gross sejn werden, berechne man for 
die Cnrre / Ton Mi bis M^ das Integral fTdM^ so 
wird dieses, wenn die Carre die des im Gleichgewichte 
befindlichen Fadens selbst ist, seinen grossten oder 
kleinsten Werth haben. 

Der Beweis hiervon ist eben so, wie der des ent- 
sprechenden Satzes III., dnroh Variationsrechnung zu 
fiihren. Man lässt nämlich die willkuhriidi Ton M^ bis 
üf 2 gezogene Curve /, ohne dass diese zwei Ponkte 
ihre Grenzen zu sejrn aufboren, sidi um ein unendlich 
Weniges ändern und zeigt nun, dass die dadurch ent^ 
stehende Aenderung SfTds des Integrals dann =0 
ist, wenn diese Curve mit der des Fadens zusanunen- 
fiUlt* Die Rechnung steht also. — Zuerst ist: 

(*) ifTdM^fi.TdM, 
und i .Td9 = iT .ds^Tidt. 
Wegen (a) aber hat man: 

Xrr XV ^^ X ^^ X ^^X 

und weil ^— = X, etc. ist: 

8T=^X8x—Y8y—Zix. 

Femer ist d9^ = dx^ + dy^ 4- d%^ , und daher 
d$8dM= dx8dx'\-^..y 

d. L idM = l8da: + 7i8dy + t/Sdx ($. 282.) 

?:= ^d8x 4" • • • 

Hiermit wird 

{c) 8. Tds=: — Xd98a; — ...+ T%d3s+... 

Ist nun die zu yariirende Curve die Fadenonrve, 
so ist Xflbss~€/(7£), etc. und daher in diesem Fiüle 
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(rf) d.T(l9 = d{T^)Sx+... + T^dda; + ... 

==:d{Tiäa;) + ... • 

Hieraus folgt nach {6) durch Integration: 

d/Td^ =s J^dx + TnSy + Ti;dx + Gonst. 

und wenn man das Integral von M^ bis Mr^^ erstreckt 

und die Werthe von 7^, T^, Tlf in M, unditf^ resp. 

durch A^^ B^^ C^ und A^y B^j C^ bezeichnet: 

SfTdx^ A^ äs^—A, 6x^ + . ..+ <7j dx^ — C, i%^. 

Dieses Aggregat ist aber == 0, weil die Punkte 
jlf^ und M^ unveränderlich sejn sollen und daher. J^i 
Sxr^y tfyi,,..=a=0 sind* Mithin ist das Integral fTds^ 
wetuh die Grenxen desselben zwei bestimmte Punkte 
der Fadencurve sindj und wenn die Curve^ auf wet-- 
che es bexogen wird^ die Fadencurve selbst ist^ ein 
Maximum oder Minimum. 

$. 306. 

Eben so, wie das Princip der lebendigen Kräfte 
und das Princip der kleinsten Wirkung nicht bloss für 
einen sich frei bewegenden Körper gelten, sondern auch 
dann noch Anwendung leiden, wenn die Bewegung des 
Körpers auf eine gegebene Fläche beschränkt ist, so , 
behalten die im^ vor. §• bewiesenen, jenen Principen 
analogen Sätze auch dann noch ihre Gültigkeit, wenn 
der Faden über eine Fläche gespannt ist. 

Für den ersten derselben geht dieses unmittelbar 
daraus hervor, dass die Gleichung Xr/jr+ ** + <'7=0, 
aus welcher er gefolgert wurde,, nach §. 285. auch bei' 
einem auf einer Fläche beweglichen Faden statt findet 

Rücksichtlioh des zweiten, das Maximum und Mi- 
nimum von fTds betreifenden Satzes ist zu bemerkenj 
dass bei seiner Anwendung auf einen über eine Fläche 
gespannten Faden die von einem Punkte A der Faden- 



carre bis ra einea andern B derselben beliebig so ne- 
heDden Curren nor solche sejn düffeo, die in der FlsU 
die selbst enthalten sind. Ist nnn, wie in ^ 284., 
/*=0 die Gleichung der Fläche, sind u^ Vj w die par- 
tiellen Differenzen Ton F nach x, y, r, diridirt durch 
die Quadratwurzel ans der Snmnie ihrer Quadrate, 
und bezeichnet A den Druck der Fläche auf den F*- 
den, so hat man gegenwärtig in der Gleichung (r) des 
Torigen ^, wenn die zu Tariirende Curre die Faden- 
cnn-e selbst sejn soll, — Ruds — d { Tz) fiir Xds^ o. 
fl» w. zu setzen {\. 284.). Hierdureh kommen in der 
Gleichnng (d) rediter Hand nodi die Glieder Ads (uojr 
-f-t^Jf + ^^i^) hinzu, die sich aber gegenseitig anfbe- 
ben, weil die Variation in der Fläche selbst geschehen 
soll, und folglich udar + v^y + itdz = ist (§• 285.). 
Die Gleichung {d) bleibt daher unverändert, und es 
wird mithin auch im jetzigen Falle 6y^Tds=0i d. fa. 
unter allen Werthen, die das Integral fTd» für die 
verschiedenen auf der Flache tou A bis B zu ziehea- 
den Curren eriialt, ist der fiir die Fadencurre aelhst 
d^ grosste oder kleinste* 

Speeielle Folgerungen aus diesen Sätzen sind, dass, 
wenn auf doi aber die Fläche gelegten Faden keine 
anderen Kräfte, als die Spannungen an beiden Endca 
wirken, die Spannung überall gleich gross und die F*- 
dcncnrve die kürzeste Linie ist, die Ton dem einen 
Ende zum andeni auf der Fläche gezogen werden kaan. 
Denn alsdann sind JE, F, ^ null, fblglidi T eonstant. 
Hiennit aber wird das Integral /Td^ der Länge der 
Ten einem zum andern Ende gezogenen Gurre selbst 
proportionaL 

§. 307. 

Ep durfte flicht nbeiftisBig aeyn, uns noch 
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Satz, welcher den grossten fKler kleinsten Werth des 
Integrals von 7V/# betriflK, an «Uiem Beispiele deutHoh 
zu machen. Wir wählen hierzu die Kettenlitiie, die 
uns. bereits in §. 365. znr Erläuterung des Gesetzes 
von den Differenzen der Sßannühgei^k diente. 

Beziehen wir ein« ih zwei, Punkten A tttod B auf- 
gehängte schwere K«tte auf ein reehtwiuklicbes Cqpr- 
dinatensystem, dessen Axe der y vertical nach oben 
gerichtet ist, und dessen horizontale Ebene der a:^ » 
die Directrix der von der Kette gebildeten iJiaie ent« 
hält, so ist in jedem Punkte {x^ y^ x) dieser Linie die 
Spannung T mit y, also Tds mit yds proportional. 
Stnd /blgticA eine Aoriztmtale Ebene^ als Ebene der 
jr, »j* und xwei darüber liegende Punkte A und B 
gegeben y m ist es unter ed/en von A bis B in xie^ 
henden Vurven die Kettenlinie j deren Directrix in 
die Ebene fällt y für welche das Integral fydSy von 
A bis B genommen^ d. h* das Product aus der Ltäng^ 

(fds) der Curve in den Abstand \ /. | iAre4 

Schwerpunkte» von der Eibene^ [seinen grossten oder 
kleinsten Werth hat. 

Dasselbe ergiebt sitdi auch, wie gehörig, durch 
YariatioB des Integrals von yds. Es ist nämlich 
^fyds == fdsSy + fy {^d8x + ridiy + %ä^x) 
= fdsSy + y {l^Sx + tjdy + ^ix) 

Soll mithin das Integral fyds ein Maximum öder Mi- 
nimum sejn, so hat man nach den bekannten Regeln 
(1).... t/(yj)=0, d{y^)-ds=i), dtyQ=0 ^ 
zu setzen. Hieraus fliesst durch Integration: 

(l). . • . ydx =s adsy ydy ={6 + s)dSy ydx=cif*9 

Folglich m& =1: cdxy welches^ ron Neuem futegriirt, 
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(3) a%-=iCXx^c' 

^ebt Addirt man ferner die Quadrate der 3 Glei- 
chungen (2), so kommt die endliche Gleichung 

oder einfacher, wenn man a^-f-^^+c^ =r/^ setzt und 
den Bogen # von dem Punkte an rechnet, in welchem 
die Tangente horizontal, also dy xd!r=0 ist:. 

(4) y*=/^+#^ 

Man multiplicire noch die 3 Gleichungen (1) resp, 
mit %^ f[y C luid addire sie, so findet sich, weil §^.+ ^^ 
+ ;V=1 und lidl^ + rjdfj + ^ = ist: 

dy = r^dsy 
d. i. eine identische Gleichung. Yon den 3 Gleichnn« 
gen (i) ist daher jede eine Folge der beiden übrigen, 
und es können mithin irgend zwei von einander unab- 
hängige ans (1) fliessende Gleichungen die Stelle dieser 
drei vertreten und als das Resultat der Rechnung an- 
gesehen werden. Man wähle nun (3) und (4) zu sol- 
ehen zwei Gleichungen. Die erstere derselben giebt zu 
-erkennen, dass die gesuchte Curve in einer auf der 
Ebene der o^, x normalen, also in einer verticalen. Ebene 
enthalten seyn muss. Hiermit in Verbindung zeigt die 
letztere Gleichung (4) an, dass die Curve eine Ketten- 
linie ist, deren Directrix in der horizontalen Ebene der 
Xy X liegt (§. 290. 6.). 

Man gewahrt leicht, wie aus der hiermit bewiese- 
nen Eigenschaft der Kettenlinie der bekannte Satz, 
dass der Schwerpunkt einer mit ihren .Endpunkten be- 
festigten Kette am tiefsten liegt, wenn sie, frei hän- 
gend, im Gleichgewichte ist, als specielle Folgerung 
hergeleitet werden kann. Denn für dieselbe Curve, für 
welche unter allen von jt bis B gezogenen Curven das 
Integral J*yds ein Maximum oder Minimum ist, muss 
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auch unter allen Curven yöii'^ bis By welche mit ihr 
jgleiche Länge = / haben , dasselbe Integral, folglich 
auch fyds i ly ein Maximum oder Minimum seyn; d. h. für 
ein^ mit ihren Enden in A und B aufgehängte schwere 
Kette ist unter allen Linien von A bis B^ welche mit 
der Kette gleiche Länge haben , die Höhe des Schwer- 
punktes über der horizontalen Ebene, welche die Di- 
rectrix der Kette enthält, mithin auch die Höhe üfier- 
irgend einer andern horizontalen Ebene, ein Maximum 
oder Minimum. Die Höhe des Schwerpunktes der Ket- 
tenlinie über einer horizontalen Ebene kann aber nur 
ein Minimum seyn. Denn wird ein auch noch so klei» 
ner Theil der Kettenlinie um dieGerpde, welche seine 
Endpunkte verbindet, um etwas gedreht, so steigt er- 
sichtlich sein Schwerpunkt, folglich auch der Schwer- 
punkt der ganzen Linie, während die Länge der Linie 
unverändert bleibt. 

Unter allen Curven von gleicher Länge^ die von 
einem gegebenen Punkte xu einem andern gegebenen 
gezogen werden y ist demnach die Kettenlinie dieie^ 
nigey deren Schwerpunkt am tieft ten liegt. 

Bei dieser Gelegenheit mag noch eine möglichst 
einfache Herleitung der Ausdrücke für. die Coordinaten 
des Schwerpunkts der Kettenlinie eine Stelle finden., 

Bezeichnet f den Parameter der Linie, und wird 

der Bogen # vom Scheitel an gerechnet, so ist nach 

$. 290. ^. und c: 

y* —/*=** und #fltr=/efy, 

folglich ydyzsssdSj ydx^^fdsy 

sydy := 9^ds =s{y^ —f^)dszssiy^dB— fydxy 

Mdy z=z yds r-fdx und d{9y)=^,ftyd$ — fdx. 

. :^ Beißjien daher x^ und y^ dje Coordinaten des 

Sobw^q^liimktQs von #, so i8t.(§. 1110 > "^^^^ wir bei 
n. 16 
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den Integrationeil die Constanten fiir einen vom Schei- 
tel anfangenden Bogen s beetimmen: 

'•«•i =* f^ds B=s #4? — f^dx «: sje — y^ +.y*. 

Hiermit kann aber nach §• ill. auch jedes andern 
Bogen« Schwerpnniit ohne Mühe gefunden werdeu. 

§. 308. 

DieLösnng der Aufgabe, von einem gegebenen Punk- 
te jtf (Fig. 84.) bis %VL einem andern gegebenen iVeine Carve 
xu ziehen, für welche in Bezug auf eine gegebene, mit 
A und B in einer Ebene liegende Clerade CAj als 
Axe der ;r, das Integral fyds ein Maximtim edor Mi- 
nimnm ist, kommt nach vor. §• auf die Constraction 
einer Kettenlinie hinaus, welche dnreh A tind B geht 
und CD zur Direetrix hat* Am leichtesten lässt sieh 
diese Coustruction in dem besonderen Falle ansfiibreo, 
wenn A und B gleichweit von CD entfernt sind* 

Man denke sich cn dem Ende die Kettenliato ki 
ihrer natürlichen Lage, also 4iie Ebene jtfiTÜ/? ▼ertieal, 
und die Gerade CD^ so wie w/ttHx AB^ borizofital^ wid 
letztere Gerade oberhalb der ersten. Durch den Mit- 
telpunkt E der AB lege man eine Vertikale, welche 
CD in F treffe und den Scheitel der zu condtruirendea 
Kettenlittie enthalten wird. 

Man besehreibe nun mit einem Parameter von be. 
liebiger Grösse und zu einer willkührlidh gesogenen Ekh 
rizoutalen OX^ crls Direetrix, eine Kettenliuie SJV. S 
sej der Scheitel derselben , und O der unter S ' lie- 
gende Punkt der vJMreotrix, also OS der Parameter, 
Von 9 ziehe mfm'-eiiie Tangente Jin die Ketteulinie, 
und N iey der Berührungspunkt« Man «iehe ferner JFA 
und (ege durch ^ auf /der«a)bea Srite ¥on 4KS^ äul 
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wdober N liegt, eine Gerade OPy welche imt OS ei- 
nen Winkel s=s JEFui mache. 

Ist nun erstens dieser Winkel kleiner als SOPf^ 
so wird OP die Kettenlinie in zwei Punkten dchn^iden, 
von denen der eine M^ zwischen S und Nj der andere 
M^ ausserhalb SN auf der Seite von ISF liegt. Man 
trage alsdann von F nach ß zu eii^e Linie FS^ , 4ie 
sich zu FAy wie OS zu OM^ , verhält, und ziehe von 
jSi bis ^ eine dem Bpgen jSl/Kfi fthnliche Cnrve. Hier- 
nach sind die mit Bögen begrenzten Winkel SOM^, 
und S^FA einander ähnliche Figuren, und .weil SM^ 
der Bogen einer Kettenlinie ist, welche S 7xm Scbei« 
tel und OS zum Parameter hat, so wird auch iS^^ 
der Bogen einer Kettenlinie, S^ der Scheitel d^rsel« 
ben und FS^ ihr Parameter sejn. Dass dieser Bogen, 
über jS|| hinaus verlängert, durch B gehen wird, ist 
von selbst klar. Auf gleiche Weise erhellet, .dfiss, 
wenn man auf FE von F nach jS^ die vierte Propor- 
tionallinie zu OM^y OSy und /Irdf trägt, auch die durch 
iSi2, als Scheitel, und mit FS 2 9 als Parameter^ zu 
beschreibende Kettenlinie den Punkten A' und B 
begegnen wird. Es giebt demnach im gegenwärtigen 
Falle zwei Kettenlinien, welche durch A und B gehen 
und CD zur Directrix haben. ' ^^ '' 

Ist zweitens der Winkel JEFA dem SOJV gUieh^ 
so flllt die Gerade OF mit der Tangente, also YRe 
Punkte üfj und JU2 ^^^ ^^ zusammen, und es^ "giebt 
nur eine die Bedingung der Aufgabe erfülIende'-^Ket- 
tenlinie^ deren Parameter die vierte Proportional^ tti 
OJVy OS und FA ist. 

Findet sich aber if'MeuB F!FA grösser als SOJV^ 
so wird die Kettenlinie SJV von OP in keinem. Punkte 
getroffen,. «nd die Ldsong der Aufgabe ist unmöglich«. 

16 • 
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Die Riditigkeit dieser Sehlfisse berabt darauf^ 6mu 
die KettenliDie zaden Cnrven gehört, welche nur einen 
Parameter haben, und dass daher alle Kettenlinien 
einander ähnlich sind. Eben deswegen mnss andi der 
Winkel SOJV^ auf welchen es hier besonders ankommt 
einen für alle Kettenlinien constanten Werth haben« 
Um ihn numerisch sn bestimmen, erinnere man sich, 
dass /» öder die trigonometrische* Tangente des Win- 
kels, den eine an den Endpunkt (^, y) des Bogehs # 
gelegte 'Berfihrende mit der Axe der x macht, = As 
ist (§• 288.). Geht diese Berührende zugleich dnreh 
deii AnCaegspunkt O der Coordinaten, wie OJVj so ist 
auch /»s^y: ^, und man hat daher für den Punkt N 
die OleiohuDg: y=:Aa:sy oder wenn man y und # durch 
^ ausdrückt (§. 289. und §.290. S.)i 

hx , hx W f hX ÄJTv 

« +^ z=^hx\fi — e ), 
und wenn man hx=su setzt: 



oder log (i^+l) — log (w— 1) = 2u. 
Hieraus aber findet sich •• . . i^ 3= 1,19969, 



e — ^ 



fang XON= As = ^—^ — =1,5088 = taug 56« 2^, 

aUo SO JV= SS^' 32'. Man kann daher durch A und 
B^ieiitweder zwei, oder nur eine, oder keiue Kettenli- 
sXti^ legeu, welche CJ) zur Directrix hat, nachdem der 
Winkel EFA<j = oder >33^ 32^, oder, was das- 
selbe ausdrückt, jenachdem /!^, d. i. der Abstand der 
Horizontalen AB von der Directriz, ^, =:? oder ^ 
0,7544 J[£ (=r i . l,S088^i9) ist. 

f. 309. 
Ohne die Untersuchung auf den Fall auszudehnen, 
wenn die zwei Punkte A und i?,* durch welche die Ket« 
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tenlinie geführt werden soll, «ioht ia einer EMttioiitalw 
liegen, woHen vir nur noch die Maiinia «nd^Miniam 
näher betrachten, welche die so eben oonstrmrten .tfwei 
Kettonlinien unter der einfachen Annahme' daretetlen^ 
dass alle von A bis B zu ziehenden Cur?en> gleichfalls 
Kettenlinien in ilnrer. natürlichen Lage sind, 4» b« OB^t- 
tenlinien, deren Scheitel säiiinitlich in derVerticaleniSf/*, 
und in deren Verlängerung über /^. hinaus, liegen. 

Tritt nun, dieses yorausgesetzt» der erste |ener 
drei Fälle ein, und können daher von A bis S zwei 
•Terschiedene^ KetteuUnien JEiS i B . und A8^ B- • gezogen 
wer4en, wekhe CD zur Directrix haben ^ w wird H»- 
ter allen von A b^ i? möglichen Kettenlinien^ dte^ eine 
jener beiden es seyn, für. welche das Integral /ydb ein 
Maximum, und die andere, fiir wetehe es ^n Minimum 
ist, indem son^t, wenn für jede von beiden Linien das 
Integral, ein Masdmum (Minimum) wäre,' zwischen S\ 
und jSi2 noch der Scheitel einer dritten Kettenlinie lie- 
gen uHisste^ für' welche das Integral einen kleinsten 
(grössten) .Wetib hätte, also einer dritten, deren Di- 
rectrix gleichfalls CD wäre; diese dritte ist aber nicht 
möglich, weil die Gerade OP die Kettenlinie^ ^SiV in 
nicht mehr, als zwei Punkten, schneiden kann« 

Es ist ferner leicht einzusehen, dass jenes Integral, 
oder das ihm gleiche Prodüct aus der Länge der Ket- 
tenlinie in den Abstand ihres Schwerpunktes von Cßy 
für die tiefer hängende Ketteniinie AS^B ein Maxi- 
mum, und mithin für die höhere AS^B ein Minimum 
ist Denn je tiefer der Scheitel einer von A bis iff ge- 
henden Kettenlinie liegt, desto tiefer, und dieses ohne 
angebbare Grenze,- liegt offenbür audh der Schwerpunkt 
derselben« Bei einem genugsam tief unter CjD liegen- 
den Scheitel S wird dah w der Schwerpunkt in CD 
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MUbst faUan, nnd aiithio jenes Prodaot =: seyn« Liässt 
MM iBon diese Kettenlinie iu Gedanken immer küner 
wetden ^ so steigen ihr Scheitel S nnd ihr Schwerpunkt, 
JMtterer von CD an^ in die Höhe; das Prodnot mnss 
AlgUsb- positir werden ^ also wachsen, und, wenn jS* 
biii'.iSij gekommen ist, seinen grössten Werth errei« 
Cbta. '^— Steigt jS> noch höher, so nimoit das Product 
wieder ab, wird, wenn S mit S^ msamm^ifallt, eia 
Minknam, und wächst daher von Neuem) wenn S von 
^g bis JE zu steigen fort&hrt 

Fallen Si und S^ zusammen, und giebt es mit- 
bin nur eine durch ji und B m legende Kettenlinie, 
welche von CD um ihren Parameter absteht, so folgt 
auf die Zunahme des Prodacts, wenn der Seheitel S 
Ton F bis S2 rückt, unmittelbar die weitere Zunahme 
bei der Bewegung des Scheitels Ton 8^ bis JE^ und 
das Maximum und Minimum fallen daher weg. 

Auf gleiche Art endlich wächst das Product fortwäh- 
rend, wenn,^ und i^der CD so naheliegea, dass tfnoh 
jme eine Kettenlinie nicht mehr oonstniirt* werden fcnnn* 



Achtes Kapitel. 

Tom Gleichgewichte an elaatischen» 

Fäden. 

§. 310. 

Wie gleich am Anfange dieses Werkes erinnert 
worden, giebt es iu der Natur keinen Körper, dessen 
Theilchen Tollkommen fest mit einander verbunden wA- 
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reo. Yielmehr ist jeder Korper, deo wir fest nenneo, 
zugleich elastisdh, d. h. er besitzt die Eigenschaft, 
dass, wenn Blrt^fte auf ihn einwirken, seine Gestalt in 
etwas verändert wird, eben dadurch aber neue Kräfte 
erzeugt werden, welche die anfängliche Lage der Tl(eil«> 
chen gegei\ einander zurückzuführen streben, nnd die- 
jses mit desto grösserer Intensität, jd mehr die gegepseiH<> 
gen Entfernungen der Theilchen geändert worden sind. 
Uebrigens halten diese neu entstehenden Kräfte ein« 
ander das Gl,eiohge wicht, indem sonst, wenn die Theil- 
chen des' Körpers in ihrer neuen Lage durch unelasti* 
sehe Bänder mit einander verbunden und die änsserea 
Kräfte entfernt würden, die damit nicht aufgehobenen 
elastischen Kräfte den Körper in eine continuirliche Be- 
wegung setzen würden, welches nicht möglich ist. Eine 
unmittelbare Folge hiervon ist, , dass die Bedingungen 
für das Gleichgewicht zwischen den äusseren Kräften 
bei elastischen Körpern dieselben, als wie bei unela^ 
stischen Körpern sind. 

Bei einem Systeme von nur zwei Punkten wird 
demnach die Elasticität darin bestdien, dass, wenn die 
gegenseitige Entfernung der Punkte durch Einwirkung 
äusserer Kräfte vergrössert oder verringert wird, zwei 
auf sie gleich Pressungen wirkende, und daher einan- 
der gleiche und direct entgegengesetzte Kräfte erzeugt 
werden, welche sie im erstem Falle gegen mnander 
treiben, im letztern von einander zu entfernen streben. 
Und wenn Kräfte, welche auf die beiden Punkte wir- 
ken, im Gleichgewichte sind, so muss an jedem Punkte 
besonders zwischen den an ihn angebrachten KräjRen 
und der ihn treibenden elastischen Kraft Gleichgewicht 
herrschen. 

•4 

Eine elastisG}ie Linie, Fläche oder Körper kann 
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man sioh als eia Aggregat von pfaysisehen einander 
änendlidi nahe liegenden Punkten Torstellen, von de- 
nen jeder mit jedem der nbrigen, oder dooh mit aDen 
om ihn hemm bis auf eine* gewisse Entfernung liegen- 
den, auf die eben besagt^ Weise elastisch rerbnnden 
ist. Wirlten nun anf ein solches System äussere Kräfte, 
nnd Find diese, nachdem sich die ursprünglichen Ent- 
fernungen der Punkte von einander dem Gesetze der 
Elasticität gemäss geändert haben, im Gleichgeinchte, 
so müssen eben so, wie bei dem rorigen Systeme von nor 
zwei Punkten, an jedem Punkte besonders die äusse- 
ren Kräfte den elastischen das Gleichgewicht halten. 

♦• 311. 

Von der Function, welche die elastische Kraft Ton 
einer Aenderung ^=zx des Abstandes zweier elastisch 
verbundener Punkte ist, lässt sich im Allgemeinen nur 
soviel bestimmen, dass sie für ;r = ebenfalls nnll 
seyn nnd mit x gleichzeitig das Zeichen wechseln musa» 
Die einfachste Hypothese, die wir hinsichtiich dieser 
Function machen können, ist daher, dass wir sie der 
Aenderung x einfach proportional setzen. Auch stimmt 
diese Annahme, so laugen nur klein ist, sehr wohl mit 
der Erfahrung überein. Wie übrigens diese Function 
von der anfanglichen Entfernung der beiden Punkte 
selbst niit abhängt, lassen wir unentschieden. 

Seyen nun A nnd B die beiden Punkte; auf A 
wirke die Kraft P^ auf B die Kraft $, und halte die 
eine der andern das Gleichgewicht. Die Entfernung 
AB erhalte dadurch das Increment x^ und die damit 
erzeugten auf A und B in AB wirkende^ elastischen 
Kräfte seyen resp. ex und — exj wobei, wenn jQe 
Richtung von A najoh B für die positive genommen 
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wird, e eine positive GrSsse ist Alsdann müssen iqi 
A die Kräfte P und ex^ und an B die Kräfte Q und 
•— tf^ einander das Gleichgewicht halten. Die Kräfte 
P und Q müssen folglich eben so, als wenn die ge- 
genseitige Entfernung der Punkte unveränderlich wäre^ 
einander gleich und direct entgegengesetzt seyti« Das 
Increment x aber findet sich s=s — P : ezss Q:e^ ist 
also desto grösser, je grösser die Kräfte P und ^ 
sind, und ist entweder ein wirkliches Increment, oder 
eine Verkürzung der Linie jiB^ nachdem P negativ 
oder positiv ist, d. h. nachdem die Kräfte P und Q 
die Punkte ji und B von einander zu entfernen, oder 
einander zu nähern streben« 

Seyen ferner jij By C drei in einer Geraden, B 
zwischen Jf und (7, liegende Punkte, von denen je zwei 
elastisch mit einander verbunden sind. Auf sie wirken 
nach Richtungen, die mit derselben Geraden znsam* 
menfallen , die sich das Gleichgewicht haltenden Kräfte 
Pf Qy R. Die dadurch bewirkten Incremente der Ab- 
stände ABy BC und AC sejen x^ y und %^ = or-f-y, 
weil die Punkte in der anfänglichen Geraden bleiben« 
Die diesen Incrementen proportionalbu elastischen Kräfte 
setze man =^, gyy hxy so dass auf A und B nach 
der Richtung AB die Kräfte fx und '^fx wirken, 
u. s. w. Hiernach hat man für das Gleidigewicht an 
Ay B und C resp. die Gleichungen: 

-P+A+ÄtjrrrO, Q—fx+gy^% B—gy—Ax=Oy 

oder, weil « = jr-|^y ist: 

P+(/+X)x+Ay=0, Q-fx+gy=ßy B^hx^(g+h)y:=0. 

Hieraus folgt zuerst die schon bekannte Bedingungs- 
gleichung für das Gleichgewicht des ganzen Systems : 
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«id sodaon die Wertbe der loorementes 

Indem man also Bächst deo Kräftea Pj Qy R iioeh 
die Grdssen/V ^, i, welche die Stärke der Elasticitit 
f&r die Uoien ABy BC^ AC aoedrueken^ als gegebea 
Toranssetst, kann maa die AeoderaDgen Xy y^ % dieser 
Liioien and damit zugleich die Pressungen fxy gy^ Mz 
dersdben einxeln berechnen. 

Man bemerke hierbei, dass diese drei Pressiingen 
unbestimmt geblieben sejn würden, wenn man die Punkte 
Ay By C fest, nicht elastisch mit einander verbanden, 
ängenemmen hätte, indem zur Bestimmung der gegen- 
seitigen Lage dreier Punkte.^, B, C vbl einer €Uum- 
den schon zwei Abstände, wie AB und BC^ hüsrei- 
ehen', der dritte AC aber überflüssig i^t. 

Auf ähnliche Weise verhält es sich auch Iiei jeden 
andern Systeme mit einander verbundener Punkte^ wenn 
die Anzahl der Verbindungslinien mehr als hinreichend 
ist, um die gegenoeitige Lage der Punkte zu bestim- 
inen. So lange man diese Linien von unveränderlicher 
Länge annimmt, bleiben ihre Pressungen zum Theil 
unbestimmt; sie lassen sich aber insgesammt einzeln 
angeben, wenn man die Linien elastisch veränderlieh 
setzt 

So hat man fiir das Gleichgewicht zwischen Kräf- 
ten, welche an fi in einer Geraden liegende und ela- 
stisch mit einander verbundene Punkte angebracht 
mnd, und deren Richtungen in dieselbe Gerade fallen, 
n Gleichungen, für jeden der m Punkte nämlich eine« 
Ans diesen n Gleichungen wird sieh zuerst die Bedin- 
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gung des Gleichgewichts hedeiten lassen , i^slche mm*- 
drückt, dass ^ie Summe der aDgebraohtea Kriftel flufl 
ist Die M^l übrigen daron anabhängigeii GMchütf- 
gen enthalteif nächst jenen ftnsse^n Krftfteii''tiedi 4ih 
elastischen Kräfte nnd damit die den letzter^ ^rojio^- 
tionalen Aenderungen der Entfernungen der Punkte.* -- Da 
nun bei einem Systeme von n Punkten in einer Gera- 
den aus n — 1 solchen Aenderungen, welche von ein- 
ander nnabhängig sind, alle übrigen gefunden werden 
können, so ^ird man mittelst jener n — 1 Gleichnil^en 
alle in dem Systeme vorkommenden Aeiiderung^etf,'iiii4 
damit die elastischen Kräfte «selbst cd^ die Pressun- 
gen berechnen können. ' : 

Sind die n Punkte und die auf sie wirkenden äus«- 
seren Kräfte in einer nnd dCi^elben Ebei^ be^riff^n, 
so hat man fiir das Gleichg^iöfat jedes Punktes zwei 
Gleichungen, also zusammed' Ifi» Gleichungen. Hiiiriius 
müssen sich nach Elimination 4er elastischen Kl^äft^ 
die 3 bekannten Gleichungen für das Gleichgewicht' ei- 
nes Systems von Punkten in einei'Cbene ergeben. Es 
bleiben daher 2» ^3 davon nnadhängige Oleiclrangen 
übrig, welche die elastischen Kräfte, d. i* den Abstands* 
ändernngen der Punkte proportionale Grössen enthal« 
^ ten. Mithin lassen sich auch hier alle diese 'Aenderun* 
gen und damit die elastischen Ktäfte oder Pressungen 
bestimmen, da bei einem Systeme von n Punkten in 
einer Ebene die Anzahl der von einander unabhängi- 
gen Entfernungen, also auch ihrer Aenderungen, aus 
denen sich aHe übrigen herleiten lassen, gleichfoUs 

i=r2f»— 3 ist. " ; n. 

Bei einem Systeme von Kräften, welche mif n 
Punkte im Räume wirken, hat man zunächst 3 Glei» 
lAungen für dai^ Gleichgewicht j^deü Punktes, alsdr 'im 
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Ganzen 8n Gleichungen^ nnd naeh Absondemn^ der 6 
' Bedingnngen für das Gleiohgewicht des ganzen Syste- 

mes noeh Sn — 6 Gleichnngen, Eben so gross aber ist 

hü. n Punkten im Räume die Anzahl der von einander 
'unabhängigen Aendemngen der Entfernungen ^ folglieh 

n« s« Vf. 

♦ 312. 

.Kehren mr jetzt zu dem im vorigen §• näher be- 
traohteten Systeme von drei elastisch mit einander ver- 
foundeAen Punkten A^ Bj C^ zurück und setzen , dass 
* bloss A mit B und B mit (7, nicht aber auch A mit 
Cy elastisch verbunden sejen, und dass nur auf A und 
G die Kräfte P und M wirken. Die drei Gleichungen 
für das Gleichgewicht werden damit: 

woraus, eben so wie in §• 269«, zu schliessen, dass, 
wenn auch die 3 Punkt« in einer Geraden zu lie- 
gen ursprünglich nicht graöthigt sind, sie doch beim 
Gleichgewichte der auf A und C wirkenden Kräfte P 
und H in einer solchen liegen, und dass alsdann 
diese zwei Kräfte einander gleich und direct entgegen- 
gesetzt seyn müssen« Pie Incremente der Entfernun- 
gen ABnnABC sind resp. ^= — /*:/undy= — Pig. 
Xv^ einem ganz analogen Resultate gelangt man 
bei einer Reihe von vier oder mehrern Punkten Ay Bj 
Cy Dy^.y von denen jeder mit dem nächstfolgenden 
elastisch verbunden ist, so dass, wenn AB^ BC^ CDy.* 
sich resp« um ^,y,^«L«M ändern, die elastischen Kräfte 
fxy gyy Axj... erzeugt werden. Sollen nämlich zwei auf 
den ersten und letzten Punkt der Reihe wirkende Kräfte 
jP und Q im Gleichgewichte sejrn, so müssen sämmt-« 
lioh0 Punkte in eiiier Geraden liegen' und die awei 
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;r = — -t:, y = — --, «= — T-, etc., 



Kräfte einander gleieh nnd direct entgegengesetzt seyn. 
Die Inoremente der einzelnen Abstände aber verden: 

P P P 

folglich die Längenzunahme der ganzen Reihe 

Nehmen vi\t sämmtliche Abstände AB^ BCy..m 
gleich gross an und setzen auch alle die constan- 
ten y*, g^ h^... einander gleich, so ist, wenn n die 
Zahl der Abstände, und daher n.AB die anfängliche 
• Länge der Reihe ausdrückt, das Wachsthum ihrer 
Länge = -<- nP :/*=: nQ, : g*, also der anfänglichen 
Länge und den äusseren Eäräften, welche am Anfang 
und Ende angebracht sind» proportional. ' 

Gleichgewicht ao einem elsstiirh dehnbarenFadpn. 

4. 313. 

Je kleiner man bei der eben betrachteten Reihe 
elastisch verbundener Pnnkte die einander gleichen Ab- 
stände derselben werden lässt, desto mehr nähert man 
sich dem Begriffe eines gleichförmig dicbten nnd seiner 
Länge nach gleichförmig elastischen Fadens. Wenn 
demnach ein solcher Faden eine Länge = 1 hat, und ron 
zwei an seinen Enden angebrachten Kräften, deren jede 
= 1, um eine Länge =£7 ausgedehnt wird, so wird, zufolge 
des vorhin von der Reihe Erwiesenen, ein Faden, von dersel- 
ben physischen Beschaffenheit und von einer Länge 
s=5 a durch zwei ihn spannende Kräfte, deren Jede =s P « 
ist, eine Längenzunahme = aPE erhalten, und man 
ersieht zugleich, dass, indem auf diese Weise die an- 
fängliche Länge des Fadens a^sich in a (l-j-PJB) ver« 
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wsnialf^ seine anftogliche Diohtigkeit.sioh in dem Ye^ 
hiltnias i + P£ii Termindem moss. 

Mit Hülfe dieser Principien köDoen wir jetzt leicht 
das Gleichgewicht eines elastisch dehnbaren Fadens in 
CntersucbuDg nehmen, wenn nicht blas an seinem An- 
fang und Ende 9 sondern auch in allen seinen übriges 
Pnnkten {ar^ y, x) äussere Kräfte {Xy F, ^ thätig 
sind. Ist nämlich beim Zustande des Gleichgewichts q 
die Dichtigkeit des Fadenelements dsj mithin ^d» seine 
Masse, und bezeichnet T die Spannung des Elements, 
so hat man für das Gleichgewicht desselben, mag es 
elastisch sejn , oder nicht, die drei Gleichungen (§. 28QL 
mid §. 286.): 

Xgds+d{T^\ = 0^ u. 8.w. 

Unter der Voraussetzung nun, dass der Faden Tor 
Einwirkung der Kräfte eine gleichförmige Dichtigkeit 
s^ 1 gehabt' habe und seiner Länge nach eine gleich- 
förmige durch JE bestimmte Elasticität besitze, ist die 
naohberige Dichtigkeit des Elements ds,=i: {i+JET^^ 
und die drei Gleichungen für das Gleichgewicht werden 
damit: 

Yd»+ii + ET)d{T^ —0, 

Zd,+ ii + £T)d(T^^ =0, 

aus denen, wenn X, Ty Z als Functionen von or, y, 
s gegeben sind, durch Elimination von T und doroh 
Integration die zwei Gleichungen für die FadenoUnre 
gefimden werden können. 



Gldchgewioht an «HastischeB Fäden. 25S 

\ . - 

Ist feraer da die uTspTfinglicfaiO Länge des Elements 
dsj so hat man 



woraus sich mit Hülfe des aus den vorigen Gleichun- 
gen sich ergebenden Werthes von T die durch die 
Kräfte bewirkte Ausdehnung # — a des gaoxea Fudei^i 
oder irgend eines Theils desselben berechnen lässt. 
Man kann in dieser Hinsicht bemerken, dass, wenn 

man vorige drei Gleichungen resp. mit ~X > ^ > 'T 

» 

multiplicirt lind hierauf addirt, die Gleichung 

Xdx+ Ydy + Zdx + {i + ET)dT^O 

hervorgeht (§. 283. a.). Bierin T und dT durch das 
Verhältniss ds : da und dessen DiiFerential ausgedrückt, 
kommt 

eine Formel, wodurch sich die Ausdehnung des Faden's 
'mimittelbar bestimmen lässt* 

.§. 314. 

Lassen w^ir, ^m die Theorie des vorhergehenden 
§, durch ein Beispiel zu erläutern, die Schwerkraft g 
es seyn, welche auf den Faden wirkt, so ist der Fa- 
den, wie im- FHiheren die unelastische Kettenlinie, in 
einer verticalen Ebene enthalten, und es sind, wenn 
diese «ur Ebene der ^, y genommen wird, Uoss die 
zwei ersten der drei Hauptgleichungen zu berücksichti- 
gen. Hierin werden, wenn man die Axe der y verti- 
oal, nach eben zu positiv, seyn lässt: Xz±i(^ und 
Yzsc^^gy tond die zwei Gleichungen '^selbst redtfci)reii 
sich damit auf: - ' * 
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Aus der ersten dieser Gleichungen folgt, wie in §.287: 

und die zweite wird daiuit, wenn man noch, wie in 
§. 289«, den von der Tangente der Curve mit der Axe 
der y gebildeten Winkel = t// setzt: 

Hieraus folgt weiter: 

gdx ==gds . sip V' = (sin V + ^JE) d. Aootgxp, 
gdy =sgds.coB^=s{ooByj+jiJEootgtij) d.Aootgx//y 
und wenn man integrirt und JIA für g schreibt: 

ifi^ = — log tang I V + -^^ cotg V/ 
i 

Die Constanten sind bei diesen zwei Integrationen 
i]\uU gesetzt worden, wodurch es geschieht, dass hier 
eben so, wie bei der unelastischen Kettenlinie, für 
yj =2= 90^ , d* i* für den tiefsten Punkt oder den Schei- 
tel der Gurre, ^ = und Ay=si wird« 

Die Elimination von yj aus den letzt erhaltenen 
zwei Gleichungen giebt die Gleichung der Curve zwi- 
schen ar und y. Wir wollen aber diese Elimination nur 
für den Fall ausführen, wenn die Elasticität des Fadens 
so gering und damit £ so klein ist, dass die zweite 
und die höheren Potenzen von JE vernachlässigt werden 
können. Werde nun 

(a) jiE cotg V/ = — *> T ^^ cotg^* = — ^ 
gesetzt, wo daher t und ^ kleine Grössen von dersel- 
ben Ordnung , wie JEy fiind. Hiermit werden jene zwei 
Gleichungen: 



dtdohgiewiclit an ^ttadtMik FSden. 2it^ 

voraus, wi«.jin.,|. 289.? ; =ii_ ,,..!;,;• :,,<3,ii,nit9d '\ 

(c) 2Ay ==«**+ «~** 4l'if !(;/^- —^f-^y-tJSjisrf <-'^ 
folgt. Femier iliesät- äüff (Ä)V ' '^ ' '' ; -'^ 

ootgv = 4(cotgiv— ^nSfVy = ^(« — « )» 
wenn man bloss das von e freie Olied beibehält. 8ab- 

v^,' ", . •• 'iil'-i '.Lt .-.. ^«A'i'I»l ül** *. '14. V. j»{»ll 1^ Ulf 

stituirt inaa nun diesen .Werth -von cotg^^ ^^(^ ^4 
setzt die danut Wi:brffeVenäen "V^erÜie vbn f .und % 
in ic)^.uo nnüßt sich , 

als Gleichung deft^ elytjd^bej^jjtptteplinie* 

j Was hlf f bi^if «apb 4ie, i^%|f^aiWr d«s JF.Äfl«» an. 
Iwgt, so istsimhiß ilerselbiui, AQB^^mr, da«8.4JiaJb%be^ 
i^^PMßt^^eu.yx^S ViBrfiaohl^igt.<iF^r4i9li könnray.uad 



ifci 1 . . .U>:.i'ali!^V^O'.:«^ • -'.^«.A^ 



• rf{;=i',-j?y^=Ä' V j^irt^-^^äk-^^^ 



•.« im:: ü.» 



iiieiL^f£i^ami/«4§;390.t{e.^ und ufAs^q^.iK. mi..» i umi 
•lil» nie. AuaAcikttiuiflf deaBogcuüiiiKist: daheiküii;:. «f il> 

li iBiernaoh^iiWiditiMd (/yiir«)j'«aR:?;Jbeta AbgtandA; .dM 
$cbfrr«irp«ioktmn4teaidB«9eiMi s ^f^tei^r; Djreotei^.iat^idjii« 
Aoid^huHflig^^naiifBogada 8<9iiMr iLädge uodiddm JMh 
iltMdQ 8QfaHMf^.(8obinQi|icuikt8 IfOB'^^ DicMttix; fbTpppis 

i:i:iui.'.< ; • • i'')Irf l'rfi;^!'» ^4' 315," *' '' t'"*^ '^"'*' »♦ 

' Tn dem besondern Falle, wenn von dem erastison 
dehnbaren Faden nur das eine Ende B befestigt ist^ 
das andere ^aber frei herabhängt; und da^^i^'üfe^ Fa- 
ll. ^17 
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« 

den selbst eine Yerticale bildet, ist die Spannung in 
jedem • Punkte P des Fadens dem Gewichte des unter 
P befindlichen Theiies JIP gleich« Setzen wir daher 
^Ps'^r,' nnd die orsprungliohe Länge von JlPy = aj 
so haben wir Tz=:ga pq4- 

ds z=z{i+ET)(h = (1 + Ega)da^ 
ond ]wcüDn wir Yon. A bis ,P integriren: 

'^ s = a + \Ego^y 

wo «r. nnd^ nnoh die ursprüngliche und nachherige 
JÜ^^ '4<B8 ganzen Fadens Jf^ bedeuten könuen. 

'Kt'an dem herabhängenden Ende A ein Gewicht 
befestigt, dessen Masse =ilf, so ist TP=g (üf-|-a), 
und es «findet sich dlliüt Wf gleiche Weise - 

Bierauf grfindet si^ Mao ^on Jdbn H ersehel '') 
T0i!g<)seUa^i6M Met6ed^*um das Yeirtiältniss, in wel- 
ehem^- dfie ScH Wek'ki^aft' ' at^ der ObeiMdhe der Erde 
.Tom Aequator nach- den Pblen Buninitt^i e^tt durch diel- 
bisherige» P^ndeIjl>eobacbtiingeii^ auf statischem Wege 
mit Hidie^efnes' ausdehnbaren Fkibnir -:oder einer 
seine Stelle ▼ertfeteDdes'^'MAiraiibettfknBi^ gewunde- 
nen Feder zu • mesMU Ourürii. kleige ^ersuchsweisi» 
zu bestimflninendeiZusttze oder Ü^ermunderungen der 
Masse 3f, welche an -deipi^ Faden, dessen ursprüngliche 
Länge- ^^ ist, angehängt wird, noh^ man «s nämlich 
SU bewirken, dass bei der von einein Orte zum andenk 
sich nieht ganz gleich bleibenden Schwerkraft, der Fa^ 
den doch 'immer zu -deiselben Länge. Aansgedehnt wi#d; 
Da nun alsdann in dem obigen Ausdrucke für«, näebejb 
o und £*, noch # constant ist, so ergiebt sich yon einem 
Orte der Erde zum andern die Schwerkraft g umge- 
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*) SielM denen Trestfie oii Astronomy, Seite 124« 
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kehrt der Jedesmal angehängten Masse , rermehrt um 
die halbe Masse des Fadens^ proporl;ional« 

Gleichgewicht an einem elustisch biegsamen Faden« 

§. 316. 

Die Kraft der Elasticität kann sieh an einem Fa* 
den ausserdem, dass sie die Ausdehnung desselben za 
yerhindern strebt, auch dadurch äussern, dass sie der 
Biegung des Fadens, d. i. den Kräften, welche seine 
ursprüngliche Krümmung zu ändern suchen, sich wider- 
setzt Um auch diese Aeusserung der Elasticität zu 
untersuchen und dabei auf das Einfachste zu Werke zu 
gehen , wollen wir die erstere Art yon Elasticität jetzt 
unwirksam seyn lassen, also die Elemente des Fadens 
von unveränderlicher Länge setzen und für die anfäng- 
liche Form des Fadens eine Gerade annehmen« 

Sind demnach jiB und BC (Fig. 85.) zwei nächst- 
folgende Elemente des Fadens, so sollen sich, sobald 
BC nicht mehr die geradlinige Fortsetzung von AB 
ist,.> sondern mit JIB einen Winkel macht, elastische 
Kräfte erzeugen, welche die anfängliche geradlinige 
Lage wieder herzustellen streben. Dies^ elastischen 
Kräfte werden ohne Wirkung seyn, sobald man irgend 
zwei Punkte D und JE des einen und andern Schenkels 
in ihrer jetzigen Lage durch eine Lanie DJB von unver- 
änderlicher Länge mit einander verbindet; sie werden 
daher mit den Spannungen dieser Linie in D und JE 
das Gleichgewicht halten und folglich als zwei einander 
gleiche Kräfte anzuseilen seyn, welche auf zwei belie» 
bige Punkte JO und JE der Schenkel nach direct entge- 
gengesetzten Richitungen wirken. 

Die Elasticität des Winkels JIBC wird hiernach 

17» 
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gegabHQ aejD^ wam man für irgend zwei Punkte ilei- 
ner Schenkel die gemeinschaftliche Grösse dieser zwei 
einander direct entgegengesetzten Kräfte kennt, und 
!}• moss sich daraus die gemeinschaftliche Grösse der 
an irgend zwei andern Punkten der Schenkel nach di- 
rect entgegengesetzten Richtungen anzubringenden mit 
der Elaslicität gleiehwirkenden Kräfte bestimmen lassen. 
'In Aer That, soUeii zwei an den Punkten ß und 
JB- der Schenkel eines beliebig ¥er&nderliohen und frei 
Wweglieben Winkels ^B€ nach direct entgegengesetab- 
len itieblnngen angebrachte einander gleiche Kräfir# 
AI und JSe mit ziTei andern an den Punkten F nad 
der Schenkel angebrachten KfäRea ly und Gff 
gleiobe Wirkung haben, also bmI /*#* und gG im 
SMbkgewiohte sejrn^ sc müssen auch letatwe einander 
g|)deW und (Ureot entgegengesetzt sejm, indem sonst, 
wenn die gegenseitige Entfernung der Punkte J? und 
JB dtt veränderlich gemacht und damit die Wirkung der 
KMite JM und Ee au%eiieben wArddy das Gletchge^ 
iAHu «ieht beütehea könnte« Es mttsseki ferner die 
KlIMM 'IM und/P in Bezog auf den Paukt B einan- 
det'glisiehe und entgegengesetzte Sfemcmte haben, damit 
äm^imMk der Puaktü^uobeweglieh gemächt wird, den 
Bohmke4 \Ji8 nicht ze drehen TiMtnegen. Dasselbe gilt 
▼Ott den Kräften Ee und gG am andern Schenkel BC 
.Und utngekefartV^nd Ao^ und Es sowohl, sln/P 
und gGy einander gleich und direct entgegengesetat, 
und haben Dd und yF, folglich auch JSe und gG, ia 
9eaug au0^ einander gleiche und entgegengesetzte Mo» 
mente, so herrscht Gleiebgewioht* Denn wegen der 
gleiehen Momente haben JUd unAJ^F sowohl, als Ei 
und gGy eine durch B gebende Resultante« Bride Re- 
snltaiiteil aber sind einander gleich ttnd eatgegengesetzt. 
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weil in derselben Beziehung Dd und fF bu Ee and 
gO stehen« 

Kann demnach die Elasticität des Winkels ABC 
daroh die Kräfte Dd und Ee dargestellt werden , so 
kann sie es auch dnrol^ die Kräfte i^und Og^ wenn 
anders das Moment Jeder der letztern Kräfte dem Mo^ 
mente jeder der erstem in Be^ug auf die Spitze B 
des Winkels gleich ist« Die Elasticität des Winkels 
ABC ist folglich durch dieses Moment vollkommen ge- 
geben, indem damit fiir je zwei beliebig in den Schenkeln 
angenommene Punkte D und E die 'daselbst anzubrin- 
genden mit der Elasticität gleichwirkenden Kräfte ge- 
fonden werden können. Man hat nämlich, wenn u das 
MoaMut der am Schenkel BC anzubringenden Kraft^ 
also «^f^ das Moment -der Kraft am Schenkel ABy he- 
«eichnet; 

jTk m^' BEe .^^ u.JDE u 

dU^Ee^ 5KB' ^^^ 2SDE - D^ . n\nED» 

Uebrigens müssen die zwei Kräfte so gerichtet 
sejn, dass, wßDn ihre Angriffspunkte beide in die 
Schenkel des Winkels selbst, oder beide in ihre Yer- 
längerpngen über die Spitze hinaus fallen, sie die 
Punkte von eipander zu entfernen streben, dagegen die 
Punkte einander zu näherp suchen, wenn der eine in 
den einen Schenkel und der andere in die Verlänge- 
rung des andern Schenkels über die Spitze fällt. 



§. 317. 

Durch die eben angestellteii Betrachtungen sind 
wir in den Stand gesetzt, aus den im Frühem entwi- 
ckelten Gleichungen für das Gleichgewicht zwisdiea 
Kräften an einem voJlU^ommen Jliiegßamen Faden die 
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Gleicbungen für das Gleichgewicht an einem elastisch 
biegsamen Faden herzuleiten. Ist nämlich ein solcher, 
der ursprünglich geradlinig war, durch äussere Kräfte 
zu derCurre Jf.../££üfiV^ (Fig. 86.) gebogen worden, 
so können wir uns das Streben je zweier nächstfolgen- 
den Elemente desselben, wie /fiTund K1j<^ sich gerad- 
linig neben einander zn legen, durch zwei einander 
gleiche Kräfte hervorgebracht denken, welche auf zwei 
lieliebige Pniikte der Elemente selbst , etwa auf / und 
Zr, nach den direct entgegengesetzten Richtungen JLI 
und Ih wirken. Indem wir daher solche Paare yon 
Kräften für die Elasticität der yon fe zwei nächstfol- 
genden Elementen gebildeten Winkel substituiren, ha^ 
ben wir es wiederum mit einem vollkommen biegsamen 
Faden zu thun^ auf dessen Elemente ausser den äus- 
seren Kräften noch andere durch die Elasticität be- 
stimmte Kräfte, gleich den äussern, wirken, und wir 
können hun die im Obigen für. das Gleichgewicht zwi- 
schen bloss äussern Kräften erhaltenen Gleichungen 
auch auf den gegenwärtigen - Fall anwenden« 

Am geeignetsten hierzu sind die in §• 281. &• ge- 
gebenen Momentengleichnngen« Sind nämlich, wie wir 
fürs Erste annehmen wollen, der Faden und die auf 
ihn wirkenden äussern Kräfte in einer und derselben 
Ebene enthalten, so hat man nur auszudrücken, dass 
das Moment aller auf den Faden von seinem Anfange 
A bis zu irgend einem andern Punkte M desselben 
wirkenden Kräfte in Bezug auf letztern Punkt null ist« 
Es ist aber dieses Moment, wenn zur Ebene des Fa- 
dens die der .r, y genommen wird, wenn auf jedes sei- 
ner Elemente dn die äussere Kraft {Xd9^ Yds) wirk^ 
und wenn ^, y die Coordinaten von M sind, 

^fdyfXds—^fdxfYd*. 
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Mit diesem Momeote ist dab0r jetzt dasaaf'iir 
zogene Moment aller yon i^ bis Jf f&r die Elastiett&t 
sabstitnirtea Kräfte zu einer Sniilitte za vereio^eii und 
diese Summe =s» zu setzen* Duto Moment der. lettttni 
Kräfte rednoirt sieh aber auf das Moment -der Kraft 
allein 9 welche auf das letzte Element LM wirittünd 
mit einer ihr gleiofaen und dhrect entgegengesefzTen 
Kraft an dem nicht mehr zum Bogen AM gehdrigen 
Elemente MN die Stelle der Elasticität '^^s < Winkels 
LMN vertrittr Denn alle übrigien tbn A bis M ftir 
die Elastioität au substituirendett' Gräfte sind paltfrweise 
einander gleich und direet eati^engesetzt^-utid^s ist 
folglich ihr Moment in Bezug auf üf , od«^ auf irgend 
men andern Punkt der Ebene, ssO. Setzen wir dä^ 
her noch Ton den zwei ^ie Elastioität des Winkels LMN 
darstellenden Kräften.das auf ilf bezogene Moment d^ 
auf den Schenkel JKfiV wirkea^Mi, t= f#,' also dati Mo- 
ment der auf Zrüf wirkenden, -=it^t#, so ist 

die yerlangte Gleichung des deichgewiehts.': 



* * « «« ^ ' 
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§.318.. 

Znsätze. Q. Werden filr die zwei ehMiticheii 
Kräfte am Winkel LMN die P^kte L und A^M AnL 
griffspunkten genommen, so sind resp. iV£rundJ&iVdie 
Richtungen dieser Kräfte. Das Moment u hat folglich 
einerlei Zeichen mit der Dreiecksfläche MLN j alsA 
auch mit dem unendlich kleinen Winkel MN'^LMy uill 
welchen das Element JlfiV gedreht werden muss^ibis es 
in die Richtung des Elements LM fällt, also düs entl 
gegengesetzte Zeichen des Winkels 'LM'^MN odiir cf^, 
wenn '^ den Winlcel von LM mit der Axe der x^ und 
folglich V'+üiV' den Winkel von JlfiVmit derselben hxt 
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l^qp^bw^ ;, l^aß^ Mo^füMl» ^. jist daherpositlv oder ne- 
gfttilTriffn&f)MeiPidies^{WiDkieI yj «b- n^diNt tt^iuimmi. 
r.-y, 4).|^Qt^i/df^<B«iUylP|iii;A^nahm ^m^'L und ^ die 
Amafi^im^tfi -flfvr «W«^ telA^tiaoheo Karäfte .dies Winkels 
Jüi^yy^i^A^iißtit^ C^IHn^ioßobafUiobe Intoatität dieset 
K]^ilfit»,;^lll {./44l;AiA:A^44J!f Kf. 819«)4 «ibo unendUöb 
grof» ¥0»! A^ 9i^eitftnr,4lrdfiiing, yfeiliu ni^h ^er lel»> 
tan'Gl^ohlUg dßi^ imigiQQr.fv.ieiiiie eiidliolMi Grösse n& 
.* jJWIU>i«^9i 4i^r ßUstk»^ Wink«Je.dttroh end* 

lUditi Krj|fl9 dai^telled^ '80 tfdiiiie iliaq' zum Angriffe 
d«) . iwf Jl^M vjrkmdeoi * KmA einen : Punkt • /, der in 
d9r;^^eradIipigiMi Yerläogeiung« l^en.iZrilf i* endiichet 
jBntf^fnnpg -yon M liegl^ lege .duroh /.unttf ei&etn eiid* 
lieben /f Winkel, mit /^J(f eine Crwade, irelohe die Vm> 
HBg^m^' lüoQ JKAr..iti..ft tröffe, und Usse i» den An« 
ffrifff^nnjit def Kraff *n 'MN Mjn. . J)ie beiden Kräfte 
liabeiittl|l%i|ien^die RiebüHigM in< nud;ie/| und ihre ge» 
meinscbaftltobe QxousBj^X'.vae^ utJUl'tAxkMln^ also end* 
lieb* .\\ \ ' '\ •*'»» '• •' , 

c. Wird -Mn. dem* itti ^leiobgewidbte {befindlichen 
elastiseben Faden AMO ein Theil MO getreont, und 
soll der übrig bleibende 7beil AM im Gleicbgcwichte 
VtVil^lMil*» ^e^kst ee bier «ocbt, *wie beim voUkonbmen 
bieg9AniAuiJPed.en, hinreichend, den Endpunkt M dieses 
Tb^n^nbeii^glicb zu maehen« ^ Dena auf den Theil AM 
lvi]*kjl)dßit;7!b'eiIwSfiiO olohtfallein durch die inM ausgeübte 
Prefispiig;^,afi.ndere ancbdereh die eine der Biirei>elastf8chen 
li^äfllLv4es.Witikel9^:Xil£A^, welche irgendwo in JLM^ 
etw9li|ii)»Z«|(innr Jiioht'fai 'itf selbst, ibren Angriffspunkt 
hat ^^Splldaberider Theü AM naoh Wegnahme des 
.Tbeils .MQ im 61eiehgei^hte noch bleiben, so mü». 
seil entwed^ zwei, .die^iSt^e jener Pressung und die- 
ser elMtisohen Kraft vertretende Kräfte ihipzugsfilgt 
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Verden, oder, man n^ass die Angriffspunkte JUjand L 
dieser zwei Kräfte, und somit das Element LM selbst, 



1".; 



r « • ■» • 



ilnhei?e|g;Iiob mackea.' 

d. Die. zwei an.dem Elemebte\|&*J!fhinzu2ufü^ 
Kräfte lassen sioh.im Allffemeipen zu einer einzigen 
Kraft zusammensetzen, und es reicht dann zür,ß|rh^ 
tuDg des Gleiobgewiohts hin, diese eine Kraft^ welche 
R heisse^ an irg0^d. {e[inem PtinllKt6 ihrör Richtung,' der 
aber mit, dem Elemente i^üf fest verbpncjen sej^ ranss^ 
anzubringen, oder einen solchen t^ujakt unbeweglich zU 
machen. Da das Gieiöhg^wich*fn6cU4°} t^adea^tbeiie^itf 
fortdauern muss, wenn d'erselbe steilfangenompiei|i'wird, 
so musB die Kraft R mit den' äussern Kräften a^ Aüä 
eb^n so, wie an -einem festen '^Korper,' im GIejchge- 
wichte sejn« Der Ausdruck vqn./( ist d.aher {—^Xds^ 
— rTds)y und das Moment tpnJÄ in JBe^ug i^t Jlf* 
= — <«, da das. Moment der äussern Kräfte In Bezug 
auf denselben Punkt = u war« Hiermit ist die Grösse 
und Richtung yon R vöUkommien bestimmt« 

« 

• e. Man denke sieb die Kraft .R m demienigedi 
Punkte m ihrer Richtung angebracht, in welchem sie 
die Verlängerung des Elements • /^üf , d. i. dia in Jü 
an die Curve gelegte Tangente, sdineidet, und Verlege 
sie hier in zwei Kräfte T und Fy von denen T. in die 
Richtung der Tangeute fällt, und F mit dieser Rieht 
tung 90^ macht. Sej -k^ dem Ende noch der Winkel 
von R mit der Axe der ^, =^9, und deir Winkeil dee 
Elements eh mit derselben Axe,..3=;: V', so hat man 
RooBf s= — fXdSj ' Asiof) = — / JTA, dsco&y/ =5 ißr^ 
däBittti/ssdyj und daher:.. .. ;.. 



djT 



dy 



r=Ä008(9-v;)^-.^ /XÄ - ^/FÄ, 



dt 



dt 



Na kl iB Bcag mt iem Pakt M itm 

itm M#Beirt ikr Renhairte il tm T wmi F^=z 
Mm. r. Du MmmbI tm A kt aber aadi dl,=— «s 
ftisfidiist 

F~ ifyfXdB^dx/YdB ~~ dm^ 

wei wth der Pnkt et u deriUchtus toa il bestkmt 
ist — Statt iam BbseBl /.JT nWw^iek uzueli. 
SMB^ reicht es dalier aaeh hia, dea ia der geradliai- 
gea Terllageniag tob LM fiegeadea Paakt m aabe- 
w^Ecb eejn m laseea« 

/. bt der Fadea aiclit elastisdi, so geäugt m Er- 
baltaag des Gleieligewichts des ia M aaterbroeheaea 
Tleib AM eiae anf JU aaeh der Richtoog der Taa- 
geate wirkende Krafi, welche im Obigea die Span- 
aeag des Fadens genannt wurde. Bei dem elastnchen 
Faden aber ist zur Bewahrung des GleichgewichtB die 
Kraft Ty deren Richtung in die Taagente lallt, und 
ftr deren Angriffspunkt M sdbst genommen werden 
kaan, noch nicht hinreichend y sondein es muss liodi 
die auf der Tangente in m normale Kraft V binuge- 
fägt werden, oder, was auf dasselbe hinauskommt, es 
muss das Element LM durch irgend welche Mittel, — 
etwa durch zwei unbewegliche Punkte,' an denen es 
▼erschiebbar ist, — nul in sich selbst beweglich ge- 
macht werden. Wollen wir daher anf analoge Weise, 
wie beim yollkommen biegsamen Faden, auch \ti dem 
elastischen von der Spannung sprechen, so haben wir 
sie als die Kraft zu definiren, iXe, wenn der Faden 
irgendwo unterbrochen und das letzte Element dasdbat 
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bloss in der Riohtutig der Tangente beweglioh ge* 
macht wird, zur Erhaltung des Gieiohgewiohts nach 
derselben Richtung am letzten Punkte angebracht wer- 
den rouss. 

Die Kraft T ist daher die Spannung der elasti« 
sehen Linie, und zwar eine wirkliche Spannung, wie bei 
ToUkommen biegsamen Fäden, oder eine Pressung, 
nachdem sich T positiv oder negativ findet. 

Uebrigens ergiebt sich derselbe Ausdruck, den wir 
jetzt für die Spannung am elastischen Faden gefunden 
haben, auch für die Spannung am vollkommen biegsa- 
men Faden, wenn man die für letzteren geltenden Glei- 
chungen 

fXd9+Tt=Q nnd fYds+Tfi=zO (§. 280.), 
wo S=</^:«^, und tjzss dyidsy resp. mit S und fi 
multipUcirt und hierauf addirt* 

. f. 319. 

In der am Ende des §. 317« erhaltenen Gleichung 
(A) für das Gleichgewicht des elastischen Fadens ist 
noch der von einem Punkte des Fadens zum andern 
veränderliche- Werth des Moments u zu bestimmen 
übrig. In dieser Hingeht erwäge man zuerst, dass 
unter der Voraussetzung eines gleichförmig elastischen 
Fadens, und wenn man alle Elemente des Fadens von 
gleicher Länge annimmt, die Veränderlichkeit des Mo- 
ments u von einem Punkte M des Fadens zum andern 
bloss von der Veränderlichkeit des Winkels dyj^ um 
welchen das Element JUJ}t von der Richtung des vor- 
hergehenden Z/JU abgelenkt worden, abhängig seyvL 
kann. Von dieser Abhängigkeit ist aber im Allgemei- 
nen gewiss, dass mit der Zunahme des Winkels dt/ß 
auch das Moment u wachsen muss. Lässt man näm» 
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Koh Yen den zwei Elementen LM und MN das eine 
LiM unbeweglich werden und normal auf das andere 
UN in einem bestimmten Punkte N' eine Kraft p 
wirken 9 welel|e dieses Element in der geneigten Lage, 
die es gegen das erstere haben soll, zu erhalten im 
Stande ist, so muss die Kraft p^ folglich auch ihr auf Jf 
bezogenes Moment = MN' .p^ um so grösser aeyn, je 
grösser die Neigung difj von MN gegen LM ist. 

Am einfachsten ist es nun, und stimmt anch sehr 
wohl mit der Erfahmng überein, die Kraft p bei nn- 
terändertem Angriffspunkte N\ und somit ihr Moment, 
welches naoh §• 316. mit dem Momente u der Elasti- 
oität des Winkels LMN einerlei ist, dem Winkel dtp 
proportional anzunehmen. Hiernach, und weil u zu- 
folge der Oleichung {A) «ine endliche Grösse ist^ die^ 
mit '^dxjj einerlei Zeichen hat (§. 318. a.), und weil 
dM oönstant angenomi!(ien worden, haben wir 

ed^jj 



u 



d9 



ZU setzen, wo £ eine positive von der Elasticität des 
Fadens abhängende constante Grösse bedeutet, und 
wobei die Unveränderlichkeit von ds nicht mehr in Be- 
tracht kommt, da es sich nunmehr bloss um das Vor- 
hältniss von dip zu ds handelt. 

Noch andere Ausdrücke für u sind: 



u 



2tJ 



c dyd'^ac — dxd'^y 



Hierin bereichnet J das Elementardreieck LMN 
ids^dtjj und' r den Krümmungshalbmesser in M 
(4* 273») , der positiv oder negativ zu rechnen ist, naeb- 
dem der Winkel V ab^ oder zunimmt« Der vierte Aue- 
4mok lur u ergiebt eich unmittelbar ans dem efetaai 
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dorch Differentiation der Gleicfanng imgip asidy t djr. 

Wird der vierte Ausdruck fdr u in der Gleichung 
(^ Bnhstitnirty so kommt: 

als di^ DifferenlialgleiGhung fQr das Gleichgewicht am 
elastisch biegsamen Faden in einer Ebene; sie drückt 
aus, dats das auf irgend iv dicken Punkt des Fadens 
be%9gene^ Moment aller iU^ssern auf den Faden von 
seinem Anfange bis xu diesem Punkte wirkenden 
Kräfte der Krümmung des Fadens in demselben 
Punkte proportional ist. • 

Mit Hülfe dieser Gleichung lässt sicb^ wenn X und 
T gegebene Functionen von s und y sind , ulid didier 
auf jeden Punkt des Fadens eine Kraft wurkf y deren 
Grösse und Richtung yon dem Orte des Punktes in 
der Ebene auf gegebene Weise abhängt, die Gleichung 
für die Fadencurve herleiten. Bei den deshalb ndthi« 
gen Integrationen kommen fünf willkührliche Constan- 
ten hinsu, nämlich drei Ton der rechten Seite der Glei« 
chung, wie beim yollkommen biegsamen Faden (§.281* 
ili), und zwei yon der linken Seite, weil diese noch 
Differentiale der zweiten Ordnung enthält« Yon diesen 
fünf Constanten lassen sich, wie beim nicht elastischen 
Faden in §.281., drei dadurch bestimmen^ dass der 
Faden durch zwei gegebene Punkte gehen» und dasa 
4er dazwischen enthaltene Theil des Fadens von gege* 
bener Länge sejn soll; die vierte und fünfte Constante 
können durch gegebene Richtungen der Elemente den 
Fadens in den beiden^ Punkten bestimmt werden. 

Bei einem elastisch biegsamen Faden in einer 
Ebene, an welchem in der Ebene wirkende Knlfte sich 
das Gleichgewicht halten sollen ) können daher zwei 
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Pnkte^ durch wdcbedmr Faden gehen soü, die Rieh- 
tnngen der Tangenten des Fadens in diesen Ponkten 
nnd die Länge des Fadens yon dem einem Punkte mm an- 
dern nach Belieben genommen werden. Sind aber 
diese Stucke bestimmt, so ist damit ancb die Gestalt 
des Fadens beim Gleichgewichte ToUkommen beatinimL 

|. 320. 

Die im Torigen 4* erhaltene Gleichung {B) woDea 
wir jetzt auf den einfachst möglichen Fall anwenden, 
wenn nicht auf die einzelnen Elemente des Fadens 
Kräfte wirken, sondern bloss der Anfangs- nnd End- 
punkt des Fadens gegebene Oerter einnehmen and der 
Faden daselbst gegebene Linien zn berühren genolhigt 
iat, oder, was auf dasselbe lunanskommt: wenn 4as 
erste und letzte Element des Fadens in gegebenen La- 
gen befestigt sind. Die unter dieser Bedingung yon 
einem elastisch biegsamen, gleichförmig elastischen 
und ursprünglich geradlinigen Faden gebildete Cnnre 
wird vorzugsweise die elastische Linie genannt» 

Statt das eine oder das andere der beiden Grens- 
elemente unbeweglich anzunehmen, kann man auf zwei 
Punkte des dementes selbst zwei Kräfte wirken las- 
sen, oder auch eine einzige Kraft, ak die Resultante 
jener, an einem mit dem Elemente fest yerbundenen 
Punkte anbringen (§• 318. d,). Zufolge des Tor. §• ist 
alsdann auszudrücken, dass das Moment der zwei Kräfte 
am ersten Elemente, also auch das Moment ihrer Re- 
sultante, wenn es auf den Puokt (or, y) der Cnrye be- 
zogen wird, dem Krümmungshalbmesser an diesem 
Punkte umgekehrt proportional ist 

Ist demnach {Ay B) die Resultante der auf das 
erste Element wurkenden Kräfte und (a, t) ^ Punkt 



\ 
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4€^. Resultante», der mit dem Elemente in fibster Ter- 
biadang steht^ so hat, man für die elastische Linie die 
(Weichling 

eine Gleichung, die auch unmittelbar aus der aUgemei- 
flien Gleichung {B) hätte hergeleitet iirerden können, 
wenn man X=sO^ F = 0, die hiemach constanten 
Grössen fXdsy /Yds resp. zz:zA^ B und die nach der 
^^etzten Integration links noch hinzuzufügende Constante 
ss±Ba — Ab gesetzt hätte. 

Die KrAft \Aj B)j welche auf einen mit dem er- 
sten Elemente Terbundenen Punkt wirkt, und die Re- 
snltante der das letzte Element afficirenden Kräfte 
mlissen, weil sie die einzigen auf den Faden wirken- 
den äusseren Kräfte sind, einander gleich und direct 
ei&tgegengesetzt seyn. Die Gerade, in welcher ihre 
Richtungen gemeinschaftlich enthalten sind, heisse die* 
Axe der elastischen Linie. Lassen wir mit dieser Axe 
die Axe der 'or zusammenfallen, so werden i7=rO, 
^sbO, und die Gleichung gewinHit die höchst einfache 
Gestalt: ^ ^ 

Die eloMtifcheZtinie' be^its^ tdemach die öharak" 
terUiUche Eigemehafty dasatAre Krümmung in jedem 
ihrer Punkte dem Abstände dee Punktes tnm der Axe 
praportienal i^. An gleichw^ von der Äxe abste- 
henden Punkten ist daher auch die Krümmung gleich 
gross, und an ungleich entfemtea verschieden: an dem 
entfernteren grösser und an dem näheren geringer» 
An den Stellen, wo die Curve von der einen auf die 
andere Seite. 4er Axe sich wendet ^ geht die Krümmung. 



y 
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fardi Nril nis iafl PMithnra in*« fttgtlSn^ oder 
gakekvt, über^ dL k fie Csire hat u jeder Stelle, W9 
sie die Axe seluieidet, einen Wendepunkt. Anidi kamt 
sie nirgendwo anders einen solehen habea^ da nnr für 
y == der Rrammongshalbmesser r unendlich ^ gross 

werden kann. 

, . • ■ ■ -■ . 

■ ■ ^ ^ ■ 

Endlich erheIlet^ ^ass, wenn d^ ^rste oder letzte 
Punkt des Fadens in die Axe faillt^' die vit deai J^Icr 
mente daselbst in .Verbindung zu setzende» Kraft ji\^ 
ihm seihst, nicht erst an einem aadem mit ihm veie* 
, bundeoen Punkte, angebracht werden kann* Sm, ist 
z. B* bei .einem durch eine Sehop gespannten dasti- 
schen Bogen die Sehne selbst die Aza, und die Span- 
nung der Öehne = der mit ji bezeichnetea Kraft. Dis 
Krümmung des Bogens ist daher an seinen beidea JgiiF 

den .null und in dem von der Sehne entfenntestea 

.... . . ....... 

Punkte am stärksten» Eben so ist bei einem «elasti- 

•• • . . ■" ' ' "■ 

sehen Stabe, dessen efstes Element in irgend raier 
Lage unbeweglich geniacbt wird, und an dessen letztes 
Element ein Faden mit einem angebängten Gewichte 
befestigt wird , die v.erticale Linie des Fadens die Axe 
der TOD dem Stabe gebildeteo elastischen Carvp, 

•4. 321. 

Um ans der .^lniohniig der Carve zwischen y und 
r eine. Gleichung zi^isehto ^ und jr herzuleiten, ftifare 
man zunächst statt f den s Winkel '^ ein, den das^Ele- 
ment ds mit der Axe Hiacht, und es wird (f • 319.)t 

1" 'W" ' * * * ■ t < • '"1 ♦ 



Die Differentiation dlescfr Gleichung glebi; 
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Ar 

Multiplioirt man hierein ^ und integrirt dann^ so kommt* 

Die Cen^tänie C kann man uikter andern durcb die 
grösste Abweiofaung der Curvevon der Axe, d« i. durcb 
den grössten Wertbvony, welcher h beisse, bestimmen» 
Er findet staft für i//= 0, oder für ^^=180^, nachdem 
man die Axe der x^ d. i. die Axe der elastischen Li- 
nie, nach der einen oder nach der andern Seite zu po- 
sitiv seyn lässt. Man wähle diejenige Richtung dieser 
Axe zur positiven 9 bei welcher für den grössten Wertb 
von j(, 1^ = 0* wird, und man hat: 

folglich 2€(1— oosv/) = -tf(Ä*— y«), 

wor'aus zugleich ersichtlich, dass die Richtung der auf 
den Anfang der Curve in der Axe wirkenden Kraft A 
mit der für die Axe festgesetzten positiven Ricbtung 
übereinstimmt; denn c sowohl, als k^ — y^, ist positiv. 

Setzt man nun noch -w- (ä* — ^y'^jcssx*, 

so wird -^ssrcos^ssrl — »*, uud 

dx C0S1// f?£^V^ 

dy sinv/ )/l— cosW^l+cosi//' 

d« i« dxz=i — ,. dy. 



xyz — «^ 



Weil X eii^e bekannte Function von y ist, so sind 
in diesem Gleichung die Veränderlichen gefrännt, und* 
die dadurch' mögliche Integration giebt die verlangte 
Gleichung zwischen x und y. Indessen hängt diese In- 

18 
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tegration von der Rectifieatioii der EegelschDitte ab 
und ist daber durch einen gescblossenen Ansdmck 
nicht ausführbar. 

Was noch die Spannung der elastischen Linie an- 
langt, so ist hier "wegen J*Xdsz=ji und J'Yds=sJSs=sOz 

dx 

r=— ^^= — ^cosv/ (§.318. ^.)- 

Die Spannung in irgend einem Punkte der ela- 
9ti%chen Linie ist denmach dem Cosinus des ff^inkels 
/proportional j den die Berührende daselbst mdt der 
Axe macAty tsnd ist eine Pressung oder eine wirJI^ 
liehe Spannung y je nachdem dx positiv oder negativ 
ist, d. b. je nachdem y wenn man in der Curve vom 
Anfange zum Ende fortgeht ^ die Richtung dieses 
Tf^egSy wenn sie nach der Richtung der am Anfange 
wirkendefh Kraft A geschätzt wirdy mit dieser Rieh" 
tungy als der positiven Richtung der Axe der Xy üier- 
einstimmt j oder ihr entgegensetzt ist. In dem von 
der Axe entferntesten Punkte, wo dxzssid^y ist daher 
die Spannung stets eine Pressung und bat unter allen 
Pressungen und eigentlichen Spannungen den absolut 
grössten Werth =A. 

Bei der elastischen Urne PRSTQ (Fig. 87.) z.B., 
auf deren Anfangspunkt P und Endpunkt Q gleiche 
und entgegengesetzte Kräfte nach den Richtungen MP 
und NQ, wirken, wo daher PQ die Axe und JHP die 
positive Richtung derselben ist, und wo die in R und 
T an die Curve gelegten Tangenten die Axe recht- 
winklich treffen, nimmt x von /^ bis /{ab, von R bis 
T zu und von T bis Q wieder ab. Mitbin findet von 
P bis R und von T bis Q wirkliche Spannung, von R 
bis T aber Pressung statt In R und T, wo «Kr = Q» 
geht die eine in die andere durch Null über. 
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Bei der weniger gekrämmten Linie PSQ ^Fig. 88.) 
nimmt x von P bis Q fortwährend zu^ und es herrscht 
folglich hier überall Pressung. In beiderlei Curven aber 
bezeichnet S den von der Axe entlegensten Punkt, wo 
die Pressung am stärksten ist 

f 322. 

Entwickelt man in der im vor. §• erhaltenen Dif- 
ferentialgleichung den Coef&cient von dy m eine nach 
wachsenden Potenzen von x fortlaufende Reihe, so wird 
diese, wenn die Curve nur wenig von ihrer Axe abweicht, 
wenn also hy und folglich auch x nur klein ist, schnell 
convergiren. Für eine sehr geringe Abweichung kann 
es hinreichen, nur das erste "Glied dieser Reihe beizu- 
behalten; man hat alsdann: 

und wenn man integrirt: 



dxx 



y = ^.m(l/f.*). 



wo die neue Constante unter der Voraussetzung, dass 
y mit X zugleich verschwinden soll, weggelassen ist 
Die hierdurch ausgedrückte Linie läuft wellenfSrmig 
übel^ und unter der Axe bin (Fig. 89.) und schneidet 
sie in Punkten F^ Hy Ky My deren jeder von dem 
nächstfolgenden um ein Intervall = nY{i : A) entfernt 
ist, wo 7f =s der halben Peripherie eines Kreises, des- 
sen Halbmesser = 1. Mitten zwischen je zwei solchen 
Punkten ist die Abweichung der Curve von der Axe am 
grössten, nämlich =ä. 

Setzt man den Dogen FGH der Curve, der 
zwischen zwei nächstfolgende Durchschnitte derselben 

18 • 
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Da iiao, weoD der UcigeD FGU fiir 

|E;eiiiebf e sevn soll , die zwei einander gleiches wmk i- 
rect entgegeogesetzten Kräfte ui immittelbar aa des 
Anfangs* nod Endpunkte des Bogens angtifcnirht wi 
niissen^ so ziehen wir hieraus den nierkwurdUg;es 

HfM eine eUutimshe Gerade durch 
Enden angetracUie eimaudrr gleicJke 
wirkende Kräfte ui einem Bogen gekrtnnmt 
MO nmse die getneintckofüieke ImtenaUmt dmr Mri^ 
eif» geufi$Mee Minimum ühereekreiten. MHemuM Mini 
mum von Intensität^ welehee man auch die nimeti' 
sehe Kraft der Geraden nennt^ ist 
Verhältnisse des Coe/fieienten der E$tntieita€ s. 
im umgekehrten quadratischen Verhältnisse der 
l der Geraden. — So ist z. B. die geringste Kraft, 
welche zur Krümainng einer zwei- ader dreimal ss 
langen Geraden erfordert wird, nur der vierte ader 
nennte mbeil der geringsten Kraft, welche znr Krüra- 
Uinbg der Geraden von einfacher Länge nIHhig ist. 

Verlängert man die elastische Linie FGH über H 
hinaus, bis sie der Axe weiterhin in K^ Jlf,... begeg- 
net, so 6ind nicht nur die Geraden FB^ HF^ KMy ete. 
unter sieb, sondern auch die Bögeh /lEr^, BIKy etc. 
unter sich gleich, und man liann die der A gleiche 
und entgegengesetzte Kraft, statt in H^ auch ia Ky 
oder in TIf, etc. anbringen. Es wird folglich auch die 
geringste Kraft, um «ine Gerade =2/, oder 3?, eto. 
oder il s;^ k zu einem doppelten' Bogen, wie 1^!S^ 
oder zu einem dreifachen, wie FM j etc. oder 



GtekbgQwlcht an oJarthchm- Fäden. 277 

« . .. 

;ZO einem f faoheir ra krüminefty tbeik ae grosn seyfci 
«eyn müjraeD,^ ttls die geringste Kraft , wekbe nöthig 
i^f um eine Gerade :s=:lz=sijbii in einen etnfaohen Bo. 
#aa FGH sn Yermandela^ die Kt^ft wird folglich pro- 
iNettiiMial mit f^ iJb^*'sejü piüeseny ^; it. direot-.iiHiper- 
tieoal dem (Quadrate der Zahl der Bögen y if^.weiohie 
die Gerade eicii theilen soll ^ und uu^ekehrt deni Qua» 

drate der Länge der Geraden^ 

• • • ■ \ ■ 

Unter denf ufannigfacben formen, welohe d|>9, ^^a- 
'sfSsohe Linie haben kann *)y ist au^h die Kreisform 
enthalten. Denn istellt man sich vor. dfass eine ge. 
^schlqssene KreXslinle gleichförmig' elästrsch' wird, und 
'sich, tn eine G'i^rade aüszudehpen atr'ebt, so ist bei d^r 
ubj^räll gleicH^n Krümmung, des Kreises kein Grüi^d 
vorhanden, warum irgend ein Thcil desselben seine 
]^rüiiimiing^ falls er sie ändert, mehr oder weniger, 
als ein anderer Tbeil ändern sbllte. Durch eine gleich- 
förmige Aenderung der Krümmting wurde aber det 
Kreis selbst entweder grosser oder kleiner, wetoties 
nicht seyn käpo^ da die Linie vop unveränderlicher 
Länge sejn soll. Mithin bleibt der Kreis unverändert. 

Als A:xe der elastischen Kreislinie ist eine in der 
Kreisebene unendlich entfernte Gerade anzunehmen. 
Denn nur bei dieser Annahme kaun die Entfernung je- 
des Punktes der Kreislinie von der Axe als proportio- 
nal der von einein Punkte zum .andern constantenlSjrtim- 
mung des Kreises angeschen werden. 

Soll daher ein Theil des elastischen Kreises , ge- 
trennt von dem übrigen, seine Kreisbogenform unver- 
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iadert behalten^ so hat man entfreder das erste imd 
letzte Element des Bogens nnbew^lidi ra maidien, 
oder, wenn man das eine dieser Elemente, oder andi 
bride, beweglioh bleiben lässt, an einem nnendüeb 
entfernten Punkte , der mit dem bewegliohen Elemente 
in fester Verbindung steht, eine Kraft anzubringen, de- 
ren Moment in Bezug auf den beweglieh gelassenen 
Endpunkt dem endlichen Momente der Elastiintit da- 
selbst gleieh ist, also eine unendlich kleine Kraft^ 
indem sonst, wäre die Kraft endlich, ihr Moment un- 
endlich gross seyn würde. Wir wissen aber aus §• 26. 6* 
dass eine unendlich kleine auf einen unendlich entfern- 
ten Punkt wir|;ende Kraft die Wirkung eines Krafte- 
paares hat Mithin hat man an zwei Punkten, die mit 
dem beweglichen Endelemente des Bogens in fester 
Yerbiudnng stehen, zwei einander gleiche, paraDele 
und eutgegengesetzte Kräfte anzubringen, deren Mo- 
ment, welches rüoksicbtiich aller Punkte der Ebene 
j^eiche Grösse hat (§• 31«), dem Momente der Elasti- 
oität gleich ist 

Kann umgekehrt das freie Ende der elastischen 
Linie nur durch ein Kräftepaar im Gleichgewichte er- 
halten werden, so ist die Linie ein Kreisbogen* Denn 
da in jedem Punkte M der elastischen Linie das auf 
ihn bezogene Moment der mit dem freien Endelemente 
in Verbindung gebrachten Kräfte der Krümmung in 
M proportional ist, und da ein Paar,, rücksichtlioh al- 
1er Punkte seiner Ebene, gleich grosse Momente hat, 
so mnss unter der gemachten Voraussetzung die Krüm- 
mung von einem Punkte der Curve^um andern con- 
stant, und folglich die Curve ein Kreis seyn. 

Da übrigens ein Kräftepitar in seiner Ebene will« 
kührlioh verlegt werden kann (§; 17. )» so erhellet 
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I noch, indem man die Riohtangen der Kräfte Jenes 
I Paares normal auf der Tangente am Ende des Bogens 
k sejn lässt, daiss bei einem elastisehen Kreise oder 
I Kreisbogen die Spannung null ist. 

, §.324. 

Wir gehen jetzt zum Gleiobgewiohte eines elastisch 
biegsamen Fadens im Räume über« — Für das Gleich- 
gewicht eines Tollkommen biegsamen Fadeiis, wenn 
auf jedes Element ds desselben eine Kraft {Xdsy Yds^ 
Zds) wirkt 9 hat man nach f ; 281. 6, die drei Glei- 
chungen: 

fdxfTdi^fdyfZdi=0, 
fdxfZd9--fd%fXd9=% 
fdiffXdM^fdxfXdsz=:.% 
von denen jede eine Folge der beiden übrigen ist, und 
Ton denen die letzte z* B. ausdrückt , dass, wenn man 
die Fadencurve und die auf sie wirkenden Kräfte auf 
die Ebene der ^^ y projicirt, in Bezug auf die Pro- 
jection {Xy y) des Punktes {x^ y^ x) das Moment aller 
projicirten Kräfte y welche vom Anfangspunkte der 
Curve bis zum Punkte {x^y^^) auf sie wirken , null i^t. 
Ist der Faden nicht vollkommen biegsiam, sondern 
.'stellt sich der Biegung die Elastioität als Binderniss 
entgegen 9 so können wir nach der Yorstellungsweise 
in §• 317. an je zwei nächstfolgenden Elementen der 
Curve, wie LM und MN (Fig. 86.) zwei einander 
gleiche und direct entgegengesetzte Kräfte hinzuge- 
fugt denken, welche die Biegung LMN aufzuheben 
streben, und von welchen die auf MN wirkende in 
Bezug auf M ein Moment 

u = — 2i. LMNi LIXP (§. 319.) 
hat, wo < wiederum den constanten Coefficienten der 
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EüastidtU aosdruckt; das Moment 4er vtS JsM 1ri^ 
kendeo Kraft ist in Bezug auf deni^elbtan Punkt J^ 
S3 — f^. Je zwei auf diese Art zosanimeiigehorige 
Kräfte sbd nun auch in jeder Projeotion einander 
gleich und direct eotgegengesetzt. Ist daher A der 
Anfangspunkt des Fadens, BI der Punkt (^, y^ x), 
und sind 4-'% I^\ W% N' die Prcjectionen Ton Jly £, 
Mf N auf eine der drei Coordinatenebenen ^ so redo- 
cirt sieh eben so, wie in §• 317., das auf ÜT bezo- 
fjime Jllonient alier in der Projeetion yon A' bis M 
^ijrken4en elastischen Kräfte «auf das Moment der anf 
das Element L'M' vom Elemente M'N' her wirkenden 
Kraft allein, und dieses Moment, es sey = — t/, ist, 
wenn wir für die Croordinatenebene snceessive He der 
yxy der xx und der ^ wählen, der Ifiten, 2ten und 3ten 
obiger Gleichungen linker Hand noob .hij9;(iizusetzeii« 

I^t ^bor p irgend eine Kraft in depr ^ene JLSflf^ 
vaxiip^ die Projection dieser Kraft auf die Eb^ne I/IFIF^ 
so verhält s^oh das I^oment von p in Bezug anf Jf 
ziipf Mpfi^en^^ von p in Bezu^ auf iüf,, w^^ das ^dudk 
P und M bestimmte Oreieck zn dem durch f^ und 4f 
beßt^ipipten^ also auch wie LMN zu UüVJify da jedes 
Dr^^ppl^ der einen Ebene zu seiner Projection auf die 
andere in einem und demselben Verhältnisse steht Es ver- 
hält sich daher auch f# : ii'=s= LMNxUMN'^ und es ist 
mithin c/ =—2« . L'M'N'i LMK 

Setzep wir folglich die Projectionen der Dreiecks- 
flächjQ JjMN auf die Ebenen der y%^ xx und xy resp* 
r=f^i9 ^3 und ^^3, so sind 

die in den drei Gleichungen links noch bins^nzufugenden 
Grössen» Da endlich nfK>h §• pi9. 
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ist^eiM weM«n die GleidtuDgeii' ffar das €lIbiobg6wioht 
an emcfta elastisch biegsamiBD Fadea im Raunä'^ tireAh 
auf jedes Element lAr dessell^n eine Kiraft {Xii9y*¥ifyy 
Zds) wirkt: 

drei Gleichungen , deren Jede,'>ie bei denen Tür '^ie 
nnelastische Linie, aus den Veidjbfa bbrigen folgen müss. 
Diess bestätigt sich ftUcb soglÄilbb^'wenn inan'die'Ülei- 
chnngen difPerentürt, sie hierauf resp. mit, dir, m^ä% 
mnltiplicirt und endlich addirt: denn man gelajQgt da- 
mit zu der identischen Gleichung': = 0. .' 



Zusätxe. Q. Da jede der drei eben anfgestell« 
ten Gleichungen eine Folge der beiden übrigedi ist,' so 
reichen schon zwei derselben, die maa beliebig wählen 
kann , hin , um ^ wenn JT, Y^ Z al^ Functionen ton 
j:, y, % gegeben sind, die Gestalt des Fadens beim 
Gleichgewicht^ zu bestimmen« fiel der hierzu nöthi« 
gen Rechnung Gibren die in den zwei gewählten Glei- 
chungen Imker Hand befindlichen Integralausd^ficke zu 
5 Constanten, wie schon \x^ §* 281. </. bei ilsv nicht 
elastischen Linie bemerkt worden« ^ierza > kemoien, 
wegen der rechter Hand in den % Gleichungen stehen- 
den Differentialea der Sten Osdnung noch 4.Constan- 



toDy fo 4mmm £0 2 GlaidnnigCD) mKbdMüSg ialflgiil,| 
9 Constanten m noh fssten. 

Um diese CooetaBten sa beetiemen, laum 
•• m. 0.9 die Wertbe Ton fünf denelbeB ämdank h^l 
setzen, dass man die Coordinaten des Anfimgs« mi 
Endpunktes des Fadens nnd seme Länge geg^hma sqi 
llsst Und da die Bedugang, dass eine durch Ost 
xwei CUeicfanngen ansgedrödcte Cnnre im Räume in ei- 
nem ihrer Pnnicte eine doroh ihn gdiende g egehmt 
Gerade zur Tangente hat, von der ErfuDong zweier 
Gleichungen zwischen den Coordinaten des PonlLtn 
und den die Richtung der Geraden hestimmmden Wii- 
kehl abhängt, so kann man zur Bestimmung der Tier 
ttbrigen Constanten die Richtungen der Tangenten ie 
Anfangs- und Endpunkte des Fadens gegeben anneh- 
men« 

Derselbe Satz, den wir in §. 319. für die elasti- 
sche Curve in einer Eliene aufgestellt haben, pk da- 
her auch für diese Curve im Räume* Wenn nämlidi 
zwei Punkte eines elastisch biegsamen Fadens gege- 
bene Oerter einnehmen und seine Elemente daselbst 
gegebene Richtungen haben, und wenn überdieaa auf 
alle Elemente des Fadens Kräfte wirken, deren Inten- 
sitäten und Richtungen gegebene Functionen ihrer An- 
griffspunkte sind, so ist damit die Form des Fadens toU- 
kommen bestimmt. 

6. Wird der elastische Faden im Räume in irgend 
einem Punkte JU unterbrochen, so kann das Gleich- 
gewicht, eben so wie im 4* 318. c. entweder dadureh, 
dass man das letzte noch übrige Element IjM unbe- 
weglich macht, oder dadurch, dass man an ihm ge- 
wisse Kräfte anbrii^ gesichert werden. Das Moment 
dieser Kräfte in Bezug auf LM als Axe ist daher 
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^ ^nll, mithin muss auch das auf LM bezogene Moment 

aller auf den Faden bis M wirkenden {lusseren Kräfte^ 

' da sie den an LM. anzubringenden Kräften das Gleich- 

' ^gewicht halten, null seyn. — Passelbe erhellet auch 

' inittelst der 3 Hauptgleichungen, Denn die' in ihnen 

' linker Hand stehenden Btomente der Projectionen deir 

' 'äusseren Kräfte in Bezug auf die Projectionen von M 

. kann manf' zugleich als die Momtate dieser ti^äfte selbst 

in Bezug auf drei durch ilf'mit den Axen iet x^y^x 

gelegte f^arallelen betrachten (§. 281. i^. Mit diesen 

Parallelen macht das letzte Element LM Winkel« de- 

ren Cosinus = -^ > ^ 9 ^ ^^^ Multiplidirt man mit 

diesen Cosinussen die drei Momente und ad4^t sie 
hierauf, so erhält man dasMioment der äussern Kräfte 
in Bezug auf LM (§• 90.)« Letzteres Moment redo- 
cirt sich aber auf null, wenn man für die drei erstem 
ihre in den Gleichungen rechter Hand stehenden Werthe 
setzt ** i 

c. Die an dem letzten Elemeiite i^ilf oder ds an- 
zubringenden Kräfte lassen sich bei dem elastisch bieg- 
samen Faden im Räume im Allgemeinen nicht auf 
eine einzige Kraft zurückführen. Zerlegt man jede 
derselben in zwei Kräfte, von denen die eine auf ds 
normal ist und die imdere mit ds zusammenfällt, so ist 
zufolge des in §• 318. /l von der Spannung gegebenen 
Begriffs die Summe der mit ds zusammenfallenden die 
Spannung des Elementes ds. Da nun bei dieser Zu- 
sammensetzung der Kräfte zur Spannung ihre Angriffs- 
punkte nicht in Betracht kommen und da die an ds 
anzubringenden Kräfte mit den auf den Faden von sei- 
nem Aniange bis zum Elemente ds wirkenden äusseren 
Kräften imGIeichgewiohte sind, so wird man die Span- 
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noog aooh erdalteii^ veon mw letetere Krftfk« iMMdU 
mit ein^r» i)»rer ursprüngliohcQ Rioktwig #ii<K4geii|i- 
petztepy I^ohtung aa eioea und d^iiMlb^Q Pmlit 
trägt und luerauf ibr^ Resultante , welche {'^ /JUi) 
r^/Ydij ^fZd$) \^U Huf die RiobWog de« Elem» 
t^ ^ pffqiioirt , 4« u mit dem CosiaiM de«' Wiakfh 

■ 

sinUiplifsirti dm die. Richtung d^ Reai^tMite mit dti 
Elemctote th bildet. 4uf diese Weise findot «tob i» 
SDannuiuc 



und ist. wie in §. 3i8i.yi eine wirlcliobe Spanniuig oder 
Pressung, nachdem sieb für T em positiver oder ne« 
gatircr Werth ergiebt: 

Man nimmt übrigeps leicht wahr, dass dieselben 
Betrachtungen 9 welche uns jetzt zu dem Ausdrucke für 
T bei dem elastischen Faden lieiteten, zu dem nämli- 
chen Ausdrucke für T auch bei dem nicht, elastisoben 
Fad^n fuhren, und dass auch in der That dieser Aus- 
druck durch Verbindung . der Gleichungen (1) und (2) 
in §. 280. hervorgeht. 

§. 326. 

Nadi diesen allgemeinen Betrachtangen über den 
elastisch biegsamen Faden im Räume wollen wir noeb 
den speciellen Fall näher untersuchen» wenn auf den 
äussern Faden keine Kräfte wirken, sondern bloss das 
erste nnd letzte Element desselben an gegebenen Oer- 
terp und iu gegebenen Richtungen befestigt sind. 

Wird die Unbeweglichkeit des einen der beiden 
äussernten Elemente aufgehoben» und soll dabei die 
€le9talt d^B Fadens unverändert bleiben, 90 miisaen an 
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26t^ 



I Pnkfen diOsM EUmeniä, üiet andi ertt Paukten ^ ßü 
9 mit ihin fest Veirbunden sitid, kräftig töü g'etriteer Riöb^ 
i tUDg und loteniäfät apgekf'aohf werdett« Eben so kann 
/ auch die Unbew^fiehkeit des a^dei^ Gi^zelements 
b dttrofa Kräfte ei^tist wetden* und letztere Kräfte müs- 
i sen den etstern eben äo, vie kn einem fetffen Körper^ 
i das Gleichgewicht halten« 

i Die auf solehe Weise an dem beweglich gemach- ' 

' ten ersten Eleifienfe anzubringenden Kräfte wollen wir, 
wie dies im Allgemeinen immer möglich ist^ auf eine 
einfacjie Kraft A und ein Paar reduciren, und zwar 
so 9 dass die einfache Kraft auf der Ebene des Paares 
normal steht« Werde nun die Richtung Von ji zur 
Axe der x^ und folglich »die Ebene des Paares, oder 
eine mit ihr parallele, zur Ebene der y, x genommen«. 
Alsdann ist, wenn das Moment des Paares in Bezug 
auf einen Poniit seiner Ebene =m gesetzt wird, sein 
Moment auch rücksichtlioh der Axe der ^, sQ.wie je- 
' der damit parallelen Axe, =f»; riioksichtlich der Axe 
der y aber, oder der Axe der «, oder irgend einer 
damit parallelen Axe ist es =0. Ferner sind von der 
Kraft A m Bezug auf drei durch den Punkt (^, y, x) 
der Curve mit den Axen der ^, y, x parallel gelegte 
Axen die Momente resp. =ä'0, — -rf«, + Ay % In 
Bezug aniMjdiese drei Axen sind daher die MomeMe 
aller auf m^ erste Element des Fadens wfekenden 
KräfTe resp. ' 

^My —Axy +Ay; 

*) Ueberbaupt itSmtfcb sind in ^eziebimg aaf dietelben Ärd 
Axen die Momente ^iner Kraft ( J» B^ C>, derea Ao^ifit^onkt 
(o, h, c) ist: 

B(a-a?) - Aib-^y) (ft§. 65. und 66:;). 



286 



Zwoter TbdL Adites Kaj^td. 



nnd da bis znm . Punkte {Xj y, %) ansser ihnen keine 
andern Kräfte auf den Faden wirken sollen, so Laben 
wir diese drei Momente in den drei Hauptgleichnngen 
für die Integralansdrücke linker Hand zu snbstitniren, 
nnd wir erbalten damit , wenn wir noch^ grosserer Ein- 
faohbeit willen ^ dx oonstant setzen, die drei Glei- 
cbungen : 



(^ 



•i/k — g '£. «^ 



I - dxd** . dxd^y 



oder aucb 



2«^, 






wo ^1, ^2 9 ^3 die Projeotionen des Elementardrei- 
eeks LMN anf die drei eoordinirten Ebenen sind 
(§. 324.)« Es ist aber, wenn wir dieses Dreieck ^üfTIT 
zssj setzen, nnd w^enn r den EXimmungshalbmesser der 
Conre in M bedeutet: rr= — ds^i^J {^. 319.), und 
wir können daber letztere drei Gleiohnngen auoh also 
scbreiben: 



(B) 






r ^ 



r ^ 



r ^ 



Aus ihnen lassen sioh nachstehende merkwiirdige 
Eigenschaften der elastischen Linie ini Ranme 
(vergL §• 320.) herleiten* — Die jetzige ^Axe der x 
oder diejenige Gerade, welche rüQksichtlicb der auf 
das erste Element der Curve wirkenden Kräfte die 
Hauptlinie des Systems ist (§• 82.), heisse Torzugs- 
weise die Axe der Curve. Nun ist ^^ die Projeetion 
des Dreiecks ^ auf die Ebene der y, ic, folglich 4^^: 2/ 
= dem Cosinus des Winkels, den die Ebene des Drei- 
ecks J mit der Ebene der y, x macht, = sin;i^, wenn 



^ 
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X ^^ Winkel der JBbene von Jy i.u der Kr&mmnnga^ 
I ebene ) mit der Aze der Carve bedeutet Statt der er* 
* iBten der Gleichungen ( B) können mx daher auch 
schreiben: 

(ö) ms ^rfn;f. 

« V 

Femer ist. zu Folge der Eigenschaft rechtwinkli- 
ger Projeotionen: Jl + Jl + Jl s=i J^y und daher^ 
wenn man die Quadrate der 3 Gleichungen (B) ad- 
dirt: 



€» 



woraus in Yerbii^dung mit (a) 

(e) ji\/(y^ + ««) aax ^ cos/ und 

' (d) u/j/(y'+»')=«»öotg;c folgt 

Die erste (a) dieser Gleichungen lehrt nun^ dass^ 
die Krümmung der 'elastischen Linie umgekehrt dem 
Sinus des fFmJbels proportional ist y den die JSriim' 
mungsebene mit der Axe der Ldnie bildet. 

Die zweite Gleichung {b) ist der Gleichung Ay 
= € : r für die elastische Liüie in einer Ebene (^. 320.) 
analog und drückt aus, dass die Krümmung in jedem 
J\inJkte proportional der Hypotenuse eines rechte 
winkligen Dreiecks isty dessen einß Kathete von 
constänter Länge (=s miA)y und dessen andere Ka^ 
thete dem Abstände des Punktes von der Axe gleich 
ist. 

Auch hier also wird, wie in %. 320«, die Krüm- 
mung desto schwächer, je näher die Curve der Axe 
kommt; und weil mit wachsendem r nach (a) auch 
sin/ wächst, so nähert sich dabei die Ejrümmungseben6 
immer mehr der auf der Axe normalen Lage. Begeg- 



iMl am VartB »g»!h96 der Aiwy mö kt Awellwf <e 
K i fi ai m g am sobwidtöten (jeioeb sidit 1111D9 wie a 
fu HO.), und iie KiüimiHiiigvebeto^ Ibl^^fieh mudi A 
Conre selbst, aof der Axe normaL — Parallel mif der 
Aze kann die Corre erst in nnendlieber Entfenraog 
▼OB der Axe werden« Denn wird es die CJoire, ss 
wird andi Ae Krfimraiiiigsebene mit der Axe parallel^ 
feigBeh z = 9^ fi^lidi naeb («) ^=0 naä aaeh (I) 
y* + M^ SS »♦ 

Dasselbe fliesst aneh unmittelbar ans der €Oci- 
dmng {d)j welche zu erl^enneo giebt, dmn der Ab- 
stand eines Punktes der Curve von der Jtjce der 
Cotangente des TVinkels der Kr w st mung seiene mdt 
der Axe propartienal ist. 

Man moltiplicire nocb die 3 Gleichnngen {A) resp, 
mit dx^ dy^ dx und addire sie, so erhält man: 

(e) mdx + A(ydx—xdy)=fk 

Sind mm /*, G zwei Ponicte der Gorre, 1^, CT 
ihre Projeetionen aof die Axe der x and P^ y Gg ihre 
Projectionen anf dKe Ebene der y, s, mid ist O der 
Durchschnitt jener Axe mit dieser Ebene, 'so kommt^ 
n^eim man die Gleichung {e) Ton F bis O integrirf: 

m.F^ff + A.OF.Og =0, 
wo OF^Gi die Fläche in der Ebene der jr, .k Tidr- 
stellt, wdche vos den Geraden ÖFij OO^ imd der 
Pf«){eclioB F^ 0\ des Bogens FO der Gurve begrensf 
wird« Indem wir nns dahfJT die Curve durch den eunea 
Endpunkt F einer sich au der Axe rechtwinklig fort- 
bewegenden und um sie sich zugleidi drehend^ Ge- 
raden FF erzeugt deluken und diese Crerade den R a- 
dias Yector nennen, können wir die erhaltene Gtoi- 
dmng also aussprechen: 

Jeder ThM der Ase^ um ieelchen sich der Ra^ 
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dius Veetor an ihr fortbelßegt^ steht xu der Fläche^ 
welche die Ptojection dee Radiui auf eine die Axe 
rechtwinklig treffende Ebene beschreibt^ in einem 
Constanten Verhältnisse y — in dem nämlichen j wel- 
ches die Cotangente des ff^inkelSj den die Krüm" 
mungsebene in irgend einem Punkte mit der Axe 
bildet^ zu dem Abstände des Punktes von der Axe 
hat. 

In dem besonderen Falle 9 wenn nirssO). und wenn 
daher die auf das erste Element wirkenden Kräfte auf 
eine einjuge Kraft A zurückgeführt werden können, 
wird zu Folge der Gleichung {e)t ^d» — xtfyzsaO^ und 
daher yacso«, d. b. die Cdrve ist in einer die Axe 
und somit die Richtung der Kraft A enthaltenden Ebene 
begriffen. Ihre Krümmung im Punkte {xy yy x) ist 
alsdann, wie ^ie Gleichung {b) lehrt, und wie irif b.^^its 
aus §. 320. wissen, proportional mit y{y^ + x^) d. b. 
mit dem Abstände des Punktes von der Axe. 

Wenn dagegen die am ersten Elemente anzubrin- 
genden Kräfte auf ein Paar reduoirbar sind, und so- 
mit Jf=sO ist, so geben die Gleichungen {b) und (e) 
über in m=sBir und mdx=^0 oder ;r = CoD8t., d.h. 
die Curve liegt in einer mit der Ebene des Paares par- 
allelen oder zusammenfallenden Ebene, was nach 
^. 50. auf eines und dasselbe hinauskommt, und die 
Krümmung ist linveränderlich, die Curve selbst also 
ein Kreis, — übereinstimmend mit dem bereits in 
^. 323. Gefundenen. 

«. 327. 

Statt der drei Gleichungen (A) können auch die 
zwei (b) und {e) als die Gleichungen der elastischen 
Linie im Räume angesehen werden. Kennt mm daher 
n. 1» 
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eine Linie , welche diesen zwei Gleichiingen Geoöge 
leistet 9 so wird sie eine elastische seyn und die Axe 
der X zu ihrer Axe haben« 

So wird unter anderen hierher die ojlindrisehe 
Spirale oder die Schraubenlinie gehören^ und die Axe 
des Cylinders wird die Axe der Curve eeyou Dom 
erstens ist der Abstand jedes Punktes dieser Spirale 
¥on der Axe von gleicher Grösse, desgleichen aneh 
die Krümmung constant, und hiermit wird die Glei- 
chung [fi) erfüllt Da femer eine cylindrische Spirale 
Ton dem Endpunkte eines auf der Axe normal stehen- 
den Radius beschrieben wird, wenn derselbe nm die 
Axe gedreht und zugleich längs der Axe fortgeruckt 
wird, so dass seine Fortrückung der gleichzeitigen 
Drehung immer proportional ist, so gesciueht aaoh der 
durch die Gleichung {e) ausgedrückten Bedingung 



Ist eine Spirale ihrer Form und Grösse nacdi ge- 
geben und sollen die zu ihrer Erhaltung nöthigen Kräfte 
gefunden werden, oder soll umgekehrt aus den Kräf- 
ten die Form und Grösse der Spirale bestimmt werden, 
so hat man nur die Gleichungen {A) der elastischen 
Linie mit denen der Spirale in Verbindung zu setzen. 
Sey zu dem Ende a der Halbmesser des Cylinders der 
Spirale oder die Länge des vorhin gedachten Radios 
Yector und b der Weg, um welchen derselbe an der 
Axe während einer ganzen Umdrehung fortrückt. Wird 
nun diese Axe zur Axe der x genonlmen, und ge- 
schieht bei einem Fortrücken nach der positiven Seite 
dieser Axe die gleichzeitige Drehung in dem Sinne, 
nach welchem die Axe der % mit der der y einen 
Winkel =:90% nicht =270% macht, so sind die Glei- 
chungen der Spurale: 



'/ 
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y = aoo8 —g-y ssssasm-j- • 
Hieraus fiiesst doroh Differentiation 

folglich ds=-gdxy wo /=/(** +47r«a«) 

= dem, während einer ganzen Umdrehung des Ra- 
dius, erzeugten Theile der Spirale. 

Durch nochmalige Differentiation, wobei wir dxy 
wie bei den Gleichungen {J)^ constant setzen, erhal- 
ten wir: 

rf'y = jf^^\ rf'»== — W^^^ 

Snbstituiren wir nun diese Werthe von y und x 
nnd ihren Differentialen in den 3 Gleichungen {A)^ so 
giebt die erste derselben: 

mz=. j^-5 

Jede der beideii andern aber giebt: 

und luermit sind die Relationen zwischen den Kräften 
nnd den Parametern der Curve gefunden. 

Der hierbei sich negativ ergebende Werth von m 
zeigt an, dass der Sinn dieses Moments dem Sinne, 
nach welchem der Winkel der Axe der % mit der der 
y, = 90^ ist, also auch dem Sinne , nach welchem die 
Drehung des Radius bei einem positiven Fortrücken an 
der Axe der x geschieht, entgegengesetzt seyn muss. 
Denken wir uns daher diese Axe etwa vertical, und 
windet sich die Spirale nach oben zu von rechts nach 
links um die Axe, und wird ihr unterstes Element als 
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Ik eäe Sfinle ärcr F«ra aad Gfücse »»irli gt I 
gcW« ^rf mU^ £e MM ihrer Eriabsac »ilfcigM KrifK 1 
gtfmadtm «crdca, ed^ mU aBfckctel aas 4ca Ktif- | 
tea £• F«B aad Grönc ^rSpirale boÜBm voda, 1 
M bat ■■■ aar £e Glckfanna (^i 4cr rl^wti«Aw | 
Lilie Kit dcBca da- Spirale in Tcrfadaag xa i 
Sey «I imm Emim m der Baihmessa des CjÜndei» da 
Hpirale oder di« Luf« des vorUa gcdactoea Ra^w 
Vc«tor imd i da- W^, u «elchea derselbe a« 4tr ! 
Axe «ährend eintr gaozoi CaidrcliaDf forträt^ 
nnn diese Axe xnr Axe der ^ i 
aefaieht bri ^em Forträcken nach d^ paötirci 
dicacr Axe die gleicfazcftige Drehtm> in 
naeb aelcbem die Axe der x mit der 
Winkel =90°, nicht =370% machr, m i 
dwagea der S^rale: 
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das erste betrachtet ^ als da^enige also^ mit welchem 
die einfache Kraft A ond die Kräfte des Paares in 
YerbiaduDg gesetzt sind, so muss die mit der Axe zn- 
sammenfallende Kraft Jl nach oben^ mid der Sinn des 
horizontalen Paares von der Linken naoh der Rechten 
gerichtet seyp* 

Aus den für A und m erhaltenen Werthen fliesst 
die Proportion: 

— w : Az=:2na^ :i. 
Sie giebt zn erkennen, dass, wenn man dfe in der 
Axe wirkende Kraft jt geometrisch durch den vom 
Radius a während einer Umdrehung; längs der Axe 
snrfiok gelegten Weg. 6 ausdrüekl^ das Monseat im des 
normal auf der Axe wirkenden Paares durch das Dop- 
pelte der auf der Axe normalen basis des Cyluiders 
vorgestellt wird« 

Macht man die Breite des Paares =sä nnd setzt 
miaz^By so dass -(• B und — B die Kräfte des Paa- 
res sind, so wird 

— BiA = 2naib^ }/{äy^ + Sx^):dj^. 
Man kann alsdann 'dem Paare eine solche Lage 
geben, dass seine Kräfte auf einem Radius in deh 
zwei Endpunkten desselben perpendicvlwr stehen, dass 
also die eine Kraft -f- B irgend einem Elemente 
der Curve und die andere — B der Axe, also auch 
der Kraft Ay begegnet Zufolge der letztem Prc^er- 
tion werden sich dnnn -— B und A zu einer mit dem 
Eleitoente pärallden Kraft zusammensetzen lassen^ also 
zu einer Kraft, deren Moment in Bezng auf das Se- 
ment null ist Da nun auch die dem Elemente begeg- 
nende Kraft + B rucksichtlich desselben ein Moment 
==0 hat, so erhellet auf diese Weise ganz efaifaoli, 
dass, wie wir bereits aus ^« 325« 4. sohliessen können, 
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das Moment der Krftfte jiy By -^ B in Bezug auf je^ 
des Element der Curve == ist. 

I3m endlich noch der Spannung der Spirale zu ge- 
denken, 80 ist sie, veil fXds=:jiy J*Ydss=:0 und 
/Zflb =3 sind; 

also von einem Pun)cte der Curve zum andern oonstant 
und wegen des negativen Zeichens keine eigentliche 
Spannung, sondern eine Pressung. 



f. 328. 

Ehe ich die Lehre vom Gleichgewichte an einem 
elastisch biegsamen Faden verlasse, will ich noch zei- 
gen, wie die Sätze, welche in der Dynamik das Prin- 
cip der lebendigen Kräfte und das Princip der klein- 
sten Wirkung heissen und in ^. 305. auf das Gleich- 
gewicht an einem vollkommen biegsamen Faden über- 
getragen wurden, mit gehöriger Modification auch auf 
einen elastisch biegsamen Faden angewendet werden 
können, wobei ich mich aber, um nicht eine allzulange 
Rechnung herbeizuführen, auf den Fall beschränken 
werde, wenn der Faden und die auf ihn wirkenden 
Kräfte in einer Ebene enthalten sind. 

Für diesen Fall ist *die Gleichung für's Gleichge- 
wicht; 

fdyfXdB^fdxfYd4=. ^ (f 319.), 
wo p das Reciproke des Krümmungshalbmessers r be- 
deutet; die Gleichung für die Spannung aber ist: 
dxfXd$^dyfYd8:^'--Td$ (§.318. ^.)- 
Man setze [1] dx^=^%di^ dy^s^ndt^ ^^z^ds^ 
wo daher '%^+fi^s=si und S«IJf + 171/17=0, 
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■0 werdm die beiden GlMdumg», Be chda m nuoi n- 

▼or die errtere differentiirt hat: 

und wenn man diese zwei Gleiohongen abermals diffe- 
rentürt^ sie dann resp. mit £ und 17 multiplicirt und 
hierauf addirt: 

Xdx + rdy = — rfT + iq (grfiy— v^* 
Es ist aber^ wenn ip^ wie im Vorigen, den Winkel 
der Tangente der Curve mit der Axe der jr be- 
zeichnet: 

r5ll S^^ ^^ QOBipdsy dy = mmpdsy folglich 
^ ' I S =^ oosVy fj CS BÜmp und daher 

femer ist [4] ^=— — (^. 319.) = — /i. 

Hiermit wird: Xdj^ + Ydy = — dT — ^dp. 

Ist demnach XoEr-j- Ydy das volUtandigB JHf' 
ferential einer Functitm V van x und y, V dieselbe 
Function der Coordinaten des Punktes {pf^ y) der Fa- 
dencurre, T die Spannung und ff das Reciproke des 
Krümmungshalbmessers daselbst^ so kommt, wenn man 
letztere Gleichung Tom Punkte {x\ y) bis zum Punkte 
(^9 y) der Curve integrirt: 

I. r— f^'+T— y + lfC;?^— ;>'*) = 0, 
ui»d man kann folglich^ wenn man die Function V^ 
für irgend xwei Punkte der Fadencurve die Coar^ 
dinaten und die JSrümmungskal6$nesserj und in dem 
einen Punkte die Spannung kennte die Spannung 
in dem anderen ohne Weiteres berechnen. 
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Dies ist der erste der hier zo beweisenden Sätze. 
Um den zweiten zu entwickeln, welcher dem Prinoip 
der kleinsten Wirkung entspricht, denke man sich in 
der Ebene des Fadens von einem beliebigen Punkte 
üf^ der Ebene bis zu einem andern beliebigen Jlf 2 ir- 
gend eine Curve gezogen. Unter der abermaligen Yor- 
aussetzung, dass Xdx 4- T^dy das Differential einer 
gegebenen Function F von x und y ist, werde für je- 
den Punkt {xj y) dieser Curve mit Hülfe ihres Krüm- 
mungshalbmessers 1 : /i in {xy y) der Werth von T 
nach der Gleichung L, in welcher man die auf den 
Punkt {x\ y) des Fadens sich beziehenden F'y T\ p' 
als gegebene Constanten ansehe, berechnet, und damit 
das Integral fTds von üf^ bis M^ gebildet. Man 
lasse nun die Curve sich um ein unendlich Weniges 
ändern und untersuche die Aenderung S/Td^y welche 
dadurch das Integral erfährt. 

N^ch I. ist iT^ss-^SF—fpSp 

== — XSx-^ Ydy-^tpSp (vgl. %. 305.) 
und daher S {Tds) =iT.ds+ Tids 

sss — XdsSx — Tdsiy — ipdsSp 
+ T^dSx+TfjdSy (ebendas.). 

Hiervon das Integral von M^ bis M^ genommen, 
giebt, weil fS {Tds) = S/Tds ist, die gesuchte Aen- 
derung. 

Nehmen wir jetzt an, die zu variirende Curve sey 
der im Gleichgewichte befindliche elastische Faden 
selbst, also M^ und M^ zwei Punkte desselben. Für 
den Faden haben Xds und Tds die aus [2] durch Dif- 
ferentiation sich ergebenden Werthe, und es wird da« 

mit 

iiTds)==:id{T^—i^).Sx + d(Tfi+iQ?).iy 

— ipdsdp + T^dix + Tndiy 



Kadi d« FOTaeb {3J ist aber 

=-*^.4»Vi folglicb Back [1] aoi [^ 

Hicnait vM^ weao maa 

vad veoa naa yaai Ponkte Jf g bis sma Poakte M^ 
der Fadeaemre iaiegrirt nad dea Wcrth roB 

/VjT + Gay— ^V' 
ia ^j, =s jfj nad ia Jü^t =-^2 a^zt: 

Werde aim aageiioiameD , dass bei der Yariatiei 
des 8tiieka Jf ^ M^ der Fadencarre die Pnakto üfi 
nad JSf, ihre Oerter nBTeraadert befaaltoi, nad dan 
daher ix nad iy far jadea der beidea Poakte noll siad. 
Werde ferner gesetzt, dass die Tarürte Corve mit der 
nrspruogliidiea in üf ^ nnd üf , einerlei Tangenten babe, 
so ist aueb ^v^ , als die Variation des Winkels der Taa- 
gente mit der Axe der x, an beiden Orten nnlL Hier- 
mit werden die Grossen ^^ und Jl^ y welche von den 
Werthen der Variationen dxj iy und Jv^ in IXt^ und 
M^ abhängen, gleichfalls nnll, und die snletat eriial- 
tene Gleichong redncirt sieh auf 

IL if(TdM^^i^di) = ^y ^\i. 

Sind Kräfte ( J^ J) an einem elastisch biegea- 
men Faden im Oleichgewichte ^ und ist XdX'+' Yify 
das vollständige Differential einer Function V t^gm 
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st und yy 90 ist es unter allen Curven^ fpelehe van 
einem beliebigen Punkte M^ des Fadens bis xu einem 
beliebigen andern M^ desselben gezogen werden und' 
in My^ und M^ den Faden zugleich berühren ^ die 
zwischen Mi und JU^ enthcdtene Fadencurve selbst^ 
für welche das von Mi bis Mj^ ausgedehnte Integral 

seinen grössten oder kleinsten Werth hat. Dabei 
ist T mit Hülfe der Gleichung 

fr-.r + T-T' + i.0-,-^)^O 

XU berechnen y wo V^ T' und r die irgend einem 
Punkte der Fadencurve zugehörigen JVerthe der 
Function V^ der Spannung und des Krümmungs^ 
halbmessers bedeuten. 

i. 329. 

Zusätze* a. Sind X und F null, wirken also 
auf den Faden keine Kräfte, sondern sind bloss das 
, erste und letzte Element in gegebenen Lagen befe- 
stigt, 60 ist F constant, also Vz=s V und 
T— T' + \i{p'' —/?'*) = 0, d. h. 
Bei der elastischen Linie (§. 320«) ist der Un- 
. terschied der Spannungen in irgend zwei Punkten 
dem Unterschiede der Quadrate der Reciproken der 
Krümmungshalbmesser in den beiden Punkten pro* 
portional. 

b. Substituirt man den aus letzterer Gleichung sich 
ergebenden Werth von T in dem Integrale, welches 
ein Maximum oder Minimum ist, so wird dasselbe 
^AT' + ii{p-+p'^))ds^Cl^\tfp'^ds, 
wo C =s der oonstanten Grösse T^ + i^'"^» und /= 
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der Länge der von M^ bis M^ gezogenen Cnnre« Wir! 
folglich noch die Bedingung hinzugefügt, dass / eon- 
fitant, dass also alle Ton M^ bis M^ gezogenen Cll^ 
Ten Ton gleicher Länge sejn sollen, so 'wird fp^d* 
selbst ein Minimum, — nicht ein Maximum, weil hier 
das Integral mit der Länga der Curve offenbar über 
jede Grenze hinaus wachsen kann. — Wir gelangen 
hiermit zu dem merkwürdigen schon von Daniel Ber- 
noulli *) entdeckten Satze :^ 

Unter allen Linien von gleieJier Länge y fffeleh 
von einem gegebenen Punkte zu einem andern ge* 
gebenen gezogen werden und in diesen PunÄ^ten von 
Geraden y die ihrer Lage nach gegeben sindy be* 
rührt werden, ist et die elastische Linie^ für welche 
das von dem einen zum andern Punkte ausgedehnte 
Integral des durch das Quadrat des KrüfnmungS' 
halbmessers dividirten Linienelements seinen kleine 
sten Werth hat. 

e. In den bisherigen Untersuchungen über den ela- 
stisch biegsamen Faden ist in Uebereinstimmung mit 
Allen, welche über diesen Gegenstand geschrieben ha- 
ben,» das Moment der Elasticität u an jeder Stelle des 
Fadens der Krümmung daselbst proportional gesetzt 
worden, indem dieses nicht allein die einfachste, son* 
dorn auch eine mit der Erfahrung gut harmonirende 
Hypothese ist (§. 319.). Ohne die Erfahrung näher zu 



*) Siebe den Eingang za der bereits in §• 323* angelahrten 
Ealer*icben Abbandlang de cnnris elasticis. Ealer berichtet da- 
selbst^ wie Bernonlli ibm mitgetbeilt habe, dass er die gesammte 
in einem elastucben Blecbe (lamina) enthaltene Kraft in dem einzi- 
ehen Ansdrncke /{ds : r') sniammenfEussen könne ^ nnd dass diesem 
Aasdrucky welchen er die vis potentialis des Bleches nennt, iiir die 
elastische Linie ein Minimnm seyn müsse* 
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befragen, kann man bloss behaupten^ dass das Moment 
u eine Function der Krümmung ist, und zwar eine sol- 
che, die mit der Krümmung zugleich wächst und ab- 
nimmt und durch Null in d^s Entgegengesetzte über- 
geht. Denn unter der Annahme, dass alle Elemente 
des Fadens von gleicher Länge sind^ kann das Mo- 
ment u des von den Richtungen zweier nächstfolgen- 
den Elemente gebildeten Winkels dy/ von die3em Win- 
kel allein abhängig sejn ; und da u eine endliche Grösse, 
ds aber constant gesetzt worden ist, so muss ti. eine 
Function von diptdu, d. i. Ton der Krümmung, seyn. 
Dass aber u mit der Eärümmung zugleich ab- und zu- 
nehmen muss tt. 8» w., folgt aus der Natur der Sache 
selbst* 

loh mache diese Bemerkung hier um deswillen, 
weil^ wie ich noch hinzufügen will, die im vor. ^* an- 
gestellte Rechnung auch unter der Voraussetzung, dass 
das Moment u überhaupt eine Function der Krümmung, 
also von r oder von Py=si : r, ist, gefuhrt werden 
kann.^ 

In der That stelle P irgend eine gegebene Func- 
tion von p vor, und sey dem gemäss die allgemeinere 
Gleichung für das Gleichgewicht am elastischen Faden: 

fdyfXdi — fdxfYd$ = P. 

Alsdann werden, wenn man dPz=iIldp setzt, did 
Gleichungen [2]: 

fXdM^^Tg^Tlqri^ 

Verbindet man diese Gleichungen auf die oben an- 
gezeigte Weise und setzt fIlpdp=^Qy undden Werth, 
welchen ^ für ^ = y und y=^j/ erlangt, =ö', so 
erhält man statt der Gleichung L: 








Clci«kf cvicfcl »a ciaca clasiis«h irchbarci 

4. aaoL 




Arten Toa Wiakdo Ttilafcriich, 

fie AtBJMMft der Wiakd 4v cntea Art 

Krifi« Cfz«agt wcriea (f. 316— fu 329L). 
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^ Auf dteseiki Weg« fortjföbend, vroüett ^ nun Ärlt- 
' tens und letztens die Längen der Elemente sowohl^ 
' als die Winkel der lei^aten Art, constant and nur die 
der zweiten Art als Teränderlioh annehmen und dnreh 
ihre Veränderung elaatisehe Kräfte hervorgehen lassen. 
80 wie wir aber bei de^ zuletzt geführten Untetsuehnng 
der Einfachheit willen die Winkel der erstto Art beiin 
anfänglichen Zustande dei^ Linie sämmtlidi null setz- 
ten nnd damit die Linie eine Gerade seyn liessen, so 
wollen wir auch Jetzt, so lange auf die Linie nbdh keine 
Kräfte wirken, die Winkel der zweiten AH i^uU an- 
nehmen and somit eine Curr^ T^n «InJWtfif^ KfBfi^- 
mnng vi^ossetzen; 

Sind demnach Lj Jlf, iV, O il^nd Tier i:nDä^hiBt 

' ■ . • • • 

auf einander folgende Punkte der Curve, also £/M, 
MJVy NO drei näohsl folgende Elemetite dörielben ntjd 
LMN^ MNO zwei nächstfolgende Winkel der eristl^ii 
Art, so sollen die ursprünglich zusammettfalietiden Ebe- 
nen derselben, wenn sie, durch äussere KräfM gen5- 
thigt, an ihrem gemeinsdiaftlichen Elemente )il]V ei- 
nen Winkel (der zweiten Art) 'mit ehiahder machen, 
durch elastische Kfäfte zar Wiedertereinigung ^etHe- 
bea werden. Entfernt man die äussern Kräfte und 
soll nichtsdestoweniger der Ebenenwinkel tinverändert 
erhalten werden, so kann dieses dadurch gesehehto, 
d«ss man irgend zwei Punkte j etwa L und O, de)r ei- 
nen nnd andern Ebene 5 von denen keiner in dem ge« 
meinscbaftlidien Elemente MN liegt, durch eine steife 
gerade Linie LO von unveränderlicher Länge mit ein* 
ander verbindet ; denn hierdurch werden die beiden Eb^» 
nen in eine unveränderliche Lage gegen einander ge- 
bracht. Den elastischen Kräften halten daher die Pres- 
sungen der Linie iL0 das Gleichgewicht, und man kann 
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rieh folglich die elastischen Kräfte als mwei einander 
gleiche 9 nach den Richtungen LO und OL anf die 
Ebenen LMN und MNO wirkende, Kräfte Torstelleii, 
and eben so als zwei nach l/W und WU gerichtete 
Kräfte, wenn U und Q irgend zwei andere Punkte in 
den Ebenen LMN und JUNO sind. Heissen nun f 
nnd — p die beiden erstem und p^ und ^^p' die beiden 
letztem Kräfte, so müssen nach demselben Schiasse, 
wie in §• 316., wenn das Element MN nnbeweglieh 
angenommen wird, die Kräfte p nnd p\ welche naeh 
den Richtungen LO und L'O' auf die um MN dreb- 
hare Ebene JLMN wirken, gleichwirkend sqrn; es mii^ 
sen folglich die Momente Ton p und p' in Bezug auf 
JKZV, alsAze, einander gleich seyn* Die gemeinschaft- 
liche Grosse dieser Momente wollen wir das Moment 
der Elasticität des Ebenenwinkels LMN'' MNO nen- 
nen und, wenn die Länge der Axe = 1 ist, mit 
mit V bezeichnen. Kennt man dieses Moment, so 
kann man fiir jede gegebene Richtung der Kraft p 
oder p' die Intensität der letztem finden. Denn das 
Moment einer ihrer Grösse nnd Richtung nach durch 
LO ausgedrückten Kraft in Bezug auf die Lonie MN^ 
als Axe, ist gleich dem Sechsfachen der Pyramide 
MNLO (§. 59.) = LMNO (§. 63. 1.), und daher 
nach §• 91. das Moment einer nach LO gerichteten 
Kraft p in Bezug auf eine Axe, welche die Riohtnog 
MN und eine Länge = 1 hat: 

%.LMNO .,,. . LO.MN 

""= LO.MN *"^ ^"*8^"'*'' = 6:ZS2V» • ^- 

Eben so, wie bei dem Linienwinkel in §.316., ist dem- 
nach auch hier mit dem Momente der Elasticität die 
Wirkung derselben ToUkommen bestimmt. 

Was zuletzt noch die Grösse des Moments v aa^ 



Gleicbgewieht an tfastbchen Faden« 803 

langt, 80 ist vfohl auch hier die naturgemässeste Hj- 
potbese, dasselbe bei einem gleiobförmig elastisohen 
Faden, sobald die Elemente desselben einander gleich 
angenommen werden, dem mehrgedaohten Ebenenwin^ 
kel proportional zu setzen, also überhaupt, •— m^gds 
constant angenommen werden, oder nicht •— 

V = Cr -jr^ 
M 

KU setzen, wenn dx den unendlich kleinen Ebenenwin- 
kel und d- eine von der Elai^tipität des Fadens «(bhftn- 
gige Constante bezeichnet^ 
Weil endlich 

80 kann nach derselben Hypothese das Mbment v 
auch 

gesetzt werden» Dabei ist d- eine positive Grösse, weil 
dks Moment d- mit der Pyramide LMNO einerlei Zei- 
ohen hat. . . 

#.331. •"■• ■•'■ 

Dieses vorausgeschickt, gehen wir Jetzt zur Ent- 
wickelung der unser Problem in Rechnung ^setzenden 
Differentialgleichungen über. Hierbei wollen wir,' wie 
bei der vorigen Untersuchung, die in §• 281. b^ aufge- 
stellten Gleichungen für das Gleichgewicht eines voll- 
kommen biegsamen Fadens zum Grunde legen. Diese 
vollkommene Biegsamkeit wird gegenwärtig dnreh die 
zwei Bedingungen beschränkt, dass die im vor. .§• 0<>* 
genannten Winkel der ersten Art unveränderlich und 
dass die det zweiten Art elastisch sejn sollen, und 
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wir haben desshalb zn den in Jenen Gleichungen he- 
reits Toricommenden Kräften noeh zweierlei andere 
Kräfte hinsnzafdgen« Damit aber dleee neuen Kräfte, 
gleich den bereits Torkommenden, den Faden selbst 
affieiren nnd somit auf eben die Art, wie jene, in Rech- 
nung genommen werden Itönnen, wollen wir die Dnrer- 
änderlichkeit der Winkel der ersten Art uns dadnrch 
bewerkstelligt denken, dass Ton je drei näohstfolgen^ 
den Punkten des Fadens, wie L^ M^ N^ der erste 
mit dem dritten dnrch ^ine gerade Linie LIV von nn- 
Teränderlicher Länge verbunden ist. Die Elasticität der 
Winkel der zweiten Art oder der Ebenenwinkel wollen 
wir, den Torangegangenen Erläuterungen gemäss, als 
darin bestehend uns vorstellen, dass- auf den ersten 
nnd vierten von je vier nächstfolgenden Punkten, wie 
£, Jlf, Ny Oy zwei einander gleiche ui^d direot entge- 
gengesetzte Kräfte Wirken* Die Kräfte, welöhe ge- 
genwärtig am Faden sich das Gleichgewicht halten 
sollen, sind demnach: 

l),Die äusseren Kräfte (Xds^ Yds^ Zdt)^ welche 
auf die einzelnen Elemente//^, MN^ NO^ ... wirken, 
und wohin auch die endlichen Kräfte gehören, die am 
Anfang und Ende des Fadens thätig sind; 

2) die Pressungen, welche von den steifen Geraden 
LN^ illO,*.. auf die sie begrenzenden Punkte des 
Fadens hervorgebracht werden; 

3) die elastischen Kräfte, deren Richtungen m 
LOy... fallen. 

Den allgemeinen Oleichungen in §• 281. infolge 
ist nun zunächst analytisch auszudrücken, dass in Be- 
zug auf jede der drei Axen, welche durch irgend einen 
Punkt (^, y, %) oder M des Fadens parallel mit den 
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Coordinatenaiceii . gelegt werden, dfts .Moment allev |e- 
Hl^r yom AnfaBgspankte A bis zum Pimkte JU mul dte 
Faden wirkenden Kräfte null ist*. Auf solobe Weite 
«ffhäken wir drei tileiehungen, oder vielmehr nur zwa^ 
da aus je zweien derselben, nachdem sie differentnrt 
vorden^ die dritte 'folgt. : ? - 

Yen allen auf den Faden von ji bis üf wirkendvfi 
Pressungen sind aber zwei und zwei einandel^ ^leioli 
und direct entgegengesetzt) die zwei ausgenommen', 
welche die Punkte // und i(f nach den Riebtungen /riT 
und MO treiben, ind^m die ihpen entgegengesetzten 
auf die nicht mehr zum Theil AM 4jes Fadens' gehö- 
rigen Punkte JV und O wirken; und weil die ikaoh MO 
gericbtiote Pressung' jeder durch M gelegten Axe Be-* 
gegnet, so reducirt sich in Bezug auf eine solche Axe 
das Moment aller jener J^ressungen auf das 'Me^iepi 
der nach LN gerichteten Pressung alliein« Wir' woäen 
die Momente dieser Pressung in Bezug auf die, drei 
dtfrch M mit den Asien der ;r, y, x' parallel gelegten 
Axen rasp. :=t p^ jy r setzen. 

Ganz auf dieselbe Weise kommen, wenn K der 
dem tt nächstvorangehende Punkt ist, die Momente 
aller elastischen Kräfte von A bis M auf die Momente 
der zwei auf K und L nach KN und LO gerichteten 
Kräfte zurück. Heissen riicksichtlich jener drei Axen 
die Momente der erstem dieser zwei Kräfte : y^, g,y h^ 
der letztern: fy g^ h. Alsdann .sind, wenn wir noch 
die Momente der äussern Kräfte von A bis M rück- 
sichtlich derselben drei Axen kurz mit (^, (F), {X) 
bezeichnen, die vorhin gedachten drei Gleichungen: 

(JQ+Zi +/+/=©, 



IL 



20 



\ 
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und 68 ist nnr iiooh übrig, aas diesen Olaiclmigeo Ce 
die Wertbe tob p^ f , r bestimmeBde Pressmie; so eE- 
niniren. Die zwei Gleicbungen, welohe dadmtdi her 
TOigebeo, findet man am leichtesten, wenn nsan jcM 
drei addirt, nachdem man sie das eineoral mit des 
Cesinossen §,, 17,, C der Winkel mnltiplieirt hat, wabhe 
das Element LM mit den Ceordinatenazsa nsadif^ ^nsd 
das anderemal mit den Cosinussen - S, 17, ( der Winkel 
des Elements MN mit denselben drei Axen« Man er- 
hält auf diese Weise: 

ih\ ) W& + {y)rif + {Z)^ +/?. +g.V. + ^ =•> 
^^' J(JOg + (F)i7 + {Z)K +/g +gV+*^ =0. 

Denn die Aggregate pt + qn^ + ^& »nd /Sr + gVf+ K 
sind nach §• 90. die auf Z^Jtf, als Axe, bezogenen 
Momente der nach Z/iV gerichteten Pressung und der 
elastischen nach LO gerichteten Kraft, und jedes die- 
ser beiden Momente ist null, weil die Axe IjJV Amt 
Richtungen der Pressung und der elastischen Eurafti 
in Zr, begegnet; und eben so erbellet, dass anch/^S-fy? 
+ r^ und /)£ + g,fj + hf^^ als die Momente der Pres- 
sung nach LN und der elastischen nach KN gerichte- 
ten Eraft^ in Bezug auf MN^ als Axe, null sind. 

Yen den zwei Gleichungen (^) selbst druckt die 
erste aus, dass das Moment aller auf den Faden von 
A bis L (oder M) wirkenden Kräfte rücksichtlich des 
Elements Zrlf, als Axe, null ist, und die zweite, dass 
das Moment aller Kräfte von A bis M (oder N) ruck« 
sichtlich der Axe MN null ist. Beide Gleichungen 
drücken daher eines und dasselbe, nur in Bezug auf zwei 
verschiedene Punkte der Curve, aus, und da diese 
zwei Punkte einander unendlich nahe liegen, i9o muss 
sich die eine dieser Gleichungen durch Differentiation 
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der aadeni ergeben. Durch die Elimmation der Pres- 
suog aus {ü) haben wir daher, genau betrachtet, nur 
Eine Gleichnng erhalten; auch war dieses leicht yor- 
auszusehen, da ycn den drei Gleichungen (a), nachdem 
sie differentiirt werden, eine jede eine Folge der.bei** 
den andern ist. . 

Es bleibt; uds jetzt noch übrig, in einerr der bei- 
den Gleichungen {6)y wozu wir die zweite wählen, fiir 
die daria Vorl^omnienden Momente ifar^ uns schon be- 
kannten Werthe zu substituiren» Es ist nämlich 
{X) == fdxf Yifs — fdyfZds, ( y) = etc. (§. 281. i.) 

Ferner ist /S + ^^ + ^ == dem Momente v der 
elastischen nach IJO gerichteten Kraft in Bezug auf 
eine laach JUN gerichtete Axe^ 

= S' . ^LMNÖ :, ikLMN^ (vor. f.). 
Aus der analytischen Geometrie weiss man aber, dasa 

^LMNO — {dyd^%^dxd^y\ d^ar+{dxd^a;—da;d^x)d^y 

+ {dard^y—dyd^js)d^% •) 

und iLJUN^ =i{J\+Jl + J\y (§. 324.) 
ss{€fyd^x-dxd^y)^+{jixd^a:-^a;d^x)^+{da;d^^ 

Endlich ist S = 0Kr:i/!r, etc^ und ^ wird daher, wenn 
man noch der Einfacheit willen da: constant annimmt, 
die gesuchte Gleichung fürs Gleichgewicht: 

dxf{d%fYd$^dyfZds)^ dyfidxfZds^dxfXds) 

+dxf(dyfXds—da;JYds\ 
_ , atid^xd^y-^d^yd^'x) 

~ {dxd^y^dyd^xy+da;^\d^y^+d^x^y ' 

Mit dieser Gleichung ist aber noch die Bedingung 



*0 -^^^itch kann dieser AntdradL Iddit ana dem in f. 64. dorch 
die Coordinaten / ihrer Ecken ,an8gedrackten Werthe einer Pyramide 

bergekitet werden. . 
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ZU Terbinden, dass die'Carire von doppelter Krömmiug, 
m welcher die ebene Curve gedreht trorde»^ in jeden 
ihrer Punltte denselben KrümniangBbalbnieBsei^ r bat, 
als die ebene Corre in dem entsprechenden Punkte; 
d, h. man hat zn der letztern Gleichung noch die zwi- 
schen r und s bei der ebenen Curve statt findende 
Gleichung, als eine auch bei der do)ppelt gekrümtnten 
geltende, hinzusnfiigen. Zu dem Btf de bestimme nnui, 
wenn y =ry{ar) die Gleichung der ebenen Gnrve ist^ 
aus dieser Gleichung das Verhältniss ds : elcr' nnd r, 
als Functionen von ar. Hiermit findet sieh auoh das 

Verhältniss j- = 3- 2 -r-j als Funcfion von ar. Man 

09 dx dx^ 

eliminire hierauf x aus den Werthen von r und drid$^ 
so erhält man die gesuchte Gleichung zwinchen r und 
dridsj in welcher nur noch (&r eb, r und dr ihre all- 
gemeinen Werthe, durch die ersten, zweiten und dritten 
Differentiale von Xy y, » ausgedrückt, zu substituiren 
sind. 

Ist z. B. die gegebene Curve ein Kreis ^ dessen 
Btalbmesser =:ii, so hat mau dil9 Bedingungsgleiohuiig 

d$^ 

Durch diese zweite Gleichung, in Verbindung uut 
der vorhin entwickelten Momenteugleichung, ist aber, 
sobald noch X, F, Z gegebene Functionen von a:,y,s 
sind, die Beschaffenheit der Carte bestimmt« 



a = 



f. 332. 

Zusätze« a. Die Herleitung der zwei endliehen 
Gleichungen zwischen or, y, % aus den zwei Differon» 
tialgleichungen des vor. §• erfordert 12 Integrationmi 
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und führt damit 12 willkohrliohe Constanten herbei. 
Denn zuerst bat man die 3 Integrale fXdi^ f^^y 
fZds mit 3 wiilkuhrlichen Ooastanten. Hierzu kom- 
men durch Integration der 3 Ausdrücke: dxfYd9-^ 
€fyfZd9^ etc. 3 neue Oonstanten; und da von den In- 
tegralen dieser Ausdrücke » nachdem sie resp. mit d[r, 
«Kpr, dx muUiplicirt worden, die Summe einem Ausdrucke 
gleich zu setzed' ist, welcher Differentiale der Isten 
bis 3ten Ordnung enthält, .so kommen bei i^ollständiger 
Integration dieser ersten Diiferehtialgleichong noch 3 
neue Constanten hinzu. Diese 9 Constanten werden 
aber durch Integration der zweiten Gleichung, welche 
von der 3ten Ordnung im Allgemeinen ist, (nur für den 
Kreis von der 2ten) noch um 3 vermehrt, so dass die 
Anzahl sämmtlicher Constanten auf 12 steigt. 

Sind demnach eine ebene Curve, zwei Punkte A' 
und B^ in derselben und die Oerter A und B gegeben, 
welche diese Piftikte im Räume einnehmen, nachdem 
die Curve • unter dem flinflusse äusserer Kräfte und 
ihrer eigenen mit der zweiten Krümmung verbundenen 
Elasticität eine zweite Krümmung erhalten hat, sind 
ferner in diesen zwei Oertern noch die Tangenten und 
die Krümmungsebenen der doppelt gekrümmten Curve 
gegeben, so ist damit letztere Curve selbst vollkom- 
men bestimmt. — Denn eben so gross, als die Zahl 
(zwölf) der willkührlichen Constanten, ist auch die Zahl 
der Gleichungen , welche zwischen den Constanten in 
den zwei Gleichungen der Curve erfüllt sejn müssen, 
wenn diese die eben aufgestellten Bedingungen erfül- 
len soll. 

In der That giebt die Bedingung, dass die Curve 
durch den Punkt A gehen soll, 2 Gleichungen, die 
bestimmte Richtung ihrer Tangente in A führt zu einer 
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Sten und 4ten Gleiohung (^ 325. a.), die bestimmte 
Lage der diese TaDgente enthaltenden Kriimmuogs* 
ebene zu einer Sten Gleichung, und die Bedingmig^ 
dass der Punkt A der doppelt gekrüuimten Curve ur- 
sprünglich der Punkt A^ der ebenen Curve gewesen, 
dass also erstcre Curve in A und letztere in A' einaa* 
der gleiche Krümmungshalbmesser haben, leitet zu ei- 
ner 6ten Gleichung. Auf gleiche Art ergeben sich aaeh 
für den Punkt B und für die Tangente, die Krum- 
znungsebene und den Krümmungshalbmesser daselbst 
6 Gleichungen. Man hat daher in Allem 12 CTleiohnn- 
gen zwischen den 12 Constanten und kann damit letz* 
tere vollkommen bestimmen. 

Statt der einen der zwei Gleichungen für die Krüm- 
mungshalbmesser in A und B kann auch die Gleichung 
gesetzt werden, welche ausdrückt, dass die Länge der 
doppelt gekrümmten Curve von A bis B eben so gross, 
als die der ursprünglichen, einfach gekrümmten von 
A' bis B ist. 

in dem besondern Falle» wenn die ursprüngliche 
Curve ein Kreis ist, hat man von diesen zwei Glei- 
chungen für den einen Krümmungshalbmesser und die 
Länge von A bis B nur die letztere beizubehalten, da 
der alsdann constante Krümmungshalbmesser in der 
zweiten Differentialgleichung selbst mit vorkömmt. Die 
Anzahl der Bedingungsgleichungen reducirt sich daher 
in diesem Falle auf 11. Von der andern Seite ist dann^ 
wie gehörig, auch die Zahl der durch Integration ent-* 
stehenden Constantea um Eins geringer, als im allge- 
meinen Falle, da beim Kreise die zweite Differential- 
gleichung sich nur bis zur zweiten Ordnung erhebt« 

b* Wird die Curve in einem Punkte ilf unterbro« 
eben, und soll nichtsdestoweniger das Gleichgewicht 
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fortdauern, SO genügt es hier nicht, wie in §• 318. r. und 
§• 325« j., bloss das letzte Element LM fest zu ma- 
ohen, sondern es müssen, um die zwei durch die Un- 
terbrechung in M verloren gehenden, nach KN und 
LO gerichteten, elaijtischen Kräfte zu ersetzen, die 
zwei letzten Elemente KL und //Ulf, oder, was das- 
selbe ist, die letzte Tangente und die letzte Krum- 
mungsebene, unbeweglich gemacht werden. 

N. 

§.833. 

Ziehen wir zum Schlüsse noch den einfachsten Fall 
in Betracht, wenn X, Y, Z null sind, und daher nur 
durch Kräfte, welche am Anfang und Ende des Fadens 
angebracht sind, die zweite Krümmung desselben er> 
zeugt wird. Die Kräfte am Anfange, d« h. die endli- 
chen Kräfte, welche auf Punkte wirken, die mit den 
beiden ersten Elementen in unveränderlicher Verbin- 
dung stehen, seyen, wie in §• 326., auf eine einfache 
Kraft A und ein Paar reducirt, dessen Moment =s m, 
und dessen Ebene auf A normal stebe; auch werde, 
wie dort, die Richtung von A zur Axe der x genom- 
men. Die Momente dieser Kräfte in Bezug auf drei 
Azen,. die man durch den Punkt (^, y, le) parallel- mit 
den Azen der Xy y, % gelegt hat, sind alsdann: 

{X)^m, {Y)^-Ax, iZ) = Ay, 

und die erste Differentialgleichung der Curve wird da- 
mit: 

mdx + A{yd% — xdy) === — vds = — ^rf;^. 

Wir ersehen hieraus unter andern, </a##, wenn auf 
den Anfang des Fadens bloss ein Kr&ftepaar wirkty 
die zweite Krümmung^ z= dx i ds, in jedem Punkte 
proportional mit dx i ds^ A. \. mit dem Cosinus des 
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Winkels ist, den die Tangente der Garve mit der Axe 
der X macht 9 also mU dem Sinus des Winkels^ den 
die Tangente mit der Ebene des Pamres machte dass 
folglich an den Stelleu der Curve, wo ihre Tangente 
mit der Ebene des Paares parallel läuft, die zweite 
Krümmung verschwindet, uod an den Stellen am gröss- 
ten ist, wo die Tangente auf der Ebene des Paares 
normal steht. 

Zusatz. Ist die Gestalt des Fadens, auf welchen 
nur am Anfang und Ende Kräfte wirken, ursprünglich 
/kreisförmig, so kann seine nachherige Gestalt auch die 
einer cylindrischen Spirale sejn, deren Axe, wenn die 
Kräfte am Anfange, wie vorhin, auf eine einfache Kraft 
A und ein auf der Richtung von A normales Paar 
reducirt worden, mit der Richtung von A zusam- 
menfällt Denn erstens hat diese Spirale eben so, 
wie ein Kreis, einen constanten Krümmungshalbmes- 
ser, der hier dem des ursprünglichen Kreises gleich 
seyn muss; und Zweitens wird auch der Momentenglei- 
chung durch die Gleichungen einer cylindrischen Spi- 
rale, deren Axe die Axe acr x ist. Genüge geleistet. 
Diese Gleichungen sind nämlich (§. 327.), wenn a den 
Halbmesser des Cylinders der Spirale und b die Weite 
ihrer Gänge bedeutet, und wenn man der Kürze willen 
2;r : ^ = ^ setzt: 

y = acosA^, % =r asinÄr. 

Die Differentiation dieser Gleichungen gieht unter 
der Annahme, dass <£r constant ist: 

fliy = — hxdx , flfe = -|- hydxy 
flPy =— Ä'yflfcr*, €t^%z=t—h^%dx^y 
d^y = + h^xdx^y d^x = — h^ydx^ 5 

folglich ds'^ = (1 +h ^a^) dx^ , und wenn man 
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yd%—xdy=t^ dyd^z — dxd^y=:rt'j • 
d^yd^Z'-d^xd^y^t^' und d^'y^- +d^z'^=u setzt: 
t = Aa^da:j t'^^h^a^dx^^ t''=h'a^-dx^ ^ u=^h^a^dx^. 

Die Mömentengleicbnog- aber, welche sieb mit den 
jetzt angenorameneD Zeichen also schreiben lässt: 

wird dadurch m + Aha"^ = — = y , 

WO / die Länge eines Ganges der Spirale ausdrückt 
(§. 327.)- Diese Gleichung enthält nun bloss Con- 
stanten und giebt eben damit zu erkennen , dass unter 
den vorausgesetzten Umständen der Faden die Spiral- 
form annehmen kann. ' Eüemach sind wir berechtigt zu 
schliessen: 

Wirdj wie dies immer möglich isty ein elastisch 
drehbarer und ursprünglich kreisförmiger Faden 
in die Gestalt einer cylindrischen Spirale gebracht^ 
und werden die zwei ersten , so wie die zwei letzten 
Elemente des Fadens in der dadurch erhaltenen Lage 
unbeweglich gemacht^ so wird der dazwischen be- 
griffene Faden von selbst in der Spiralform ver» 
harren. 

Noch kann man bemerken, dass der Krümmungs- 
halbmesser der Spirale, also auch der Halbmesser des 
ursprünglichen Kreises, 

ds^ i+h^a^ /* . ^ 

r = -7 = —^ = =— ;— ist. 

\/^{t'^+udx^) ^'» *^'« 
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Druckfehler and YerbeseerangeD. 

Seite 31 Zeile 1 y. o. lies: die ihn treffende« 

— 32 —^ 6 T. n. Yor «ncA fetze ein Komma. 

— 45 ^ 3 y* 0. lies: nnd hiernach 

— 59 - 8 V. n. Ue»: AF, ÄF\ Ä'F', . .. 

— lei •^ 12 y. Q. lies : unbekannten Richtnogen 

— 130 — 4 y« n. An daa Eade der Zeile aelzo ein Komma. 

— 159 — 8 y. Q. yertilge: aooh 

— 185 — 9 y. n. lies : wo 

— 212 — 5 y. o. yertilge: + (1 : Ä). 

— 221 -r- 9 Q. 10 y. o. statt: geben, lies: getrieben« 

— 230 — 6 y. ö. statt :/T'<ll lies:/r«». 

— 249 — 1 y. o. lies: eine positiye constante Groaa ist. 

— 284 -* 7 iu 6 y« n. lies: auf den Faden keine iuiaeni Kri 
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